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附录 A 补充内容

A.1 Tychonoff定理

A.1.1 定理的证明与选择公理

根据定义，乘积拓扑由如下子基生成

S =
⋃
α

{π−1
α (Uα) : Uα ∈ Tα}, (A.1)

因此可以借助 Alexander子基定理证明 Tychonoff定理.

定理 A.1 (Alexander子基定理)

♥
(X, T )是紧的当且仅当其任意子基覆盖有有限子覆盖.

证明 【Tychnoff定理的证明】设 A = {π−1
α (U) : U ∈ Aα}为 X =

∏
α Xα 的子基覆盖，其中 Aα ⊂ Tα 为一族

开集，首先存在 α0 使得 Aα0 是 Xα0 的覆盖，否则

∀α,Xα\
⋃

U∈Aα

U 6= ∅ =⇒
∏
α

(Xα\
⋃

U∈Aα

U) 6= ∅, (A.2)

说明 A 不是 X 的覆盖，矛盾.Xα0
的紧性说明 Aα0

有有限子覆盖 {U1, · · · , Um}，因此 {π−1
α0

(U1), · · ·π−1
α0

(Um)}
是 A 的有限子基覆盖，即得.

下面证明 Alexander子基定理，其证明需要用到 Zorn引理.
证明 【Alexander子基定理的证明】假设X 非紧，但其任意子基覆盖都有有限子覆盖，下面通过 Zorn引理构造
一个无有限子覆盖的子基覆盖.令

科 = {A ⊂ T : A为X的开覆盖但无有限子覆盖} ⊂ 22
2X

, (A.3)

则它是一个集合包含关系下的偏序集，且 X 非紧保证它非空，取其全序子集 K，则
1. E =

⋃
A ∈ A ⊂ T .

2. E 为 X 的开覆盖.
3. E 为 K的一个上界.
4. E ∈ 科 ，若不然，则其存在有限子覆盖 {A1, · · · , An}，并且存在Ai使得 Ai ∈ Ai，而 K为全序集，因此
存在 k ∈ {1, · · · , n}使得每个 Ai ⊂ Ak，即得 Ak 有有限子覆盖，矛盾.

因此根据 Zorn引理， 科 有极大元 A .对于子基 S，下证 S ∩ A 为 X 的开覆盖，则一方面它必有有限子基覆
盖，但另一方面它无有限子覆盖，即得矛盾.
对任意 x ∈ X，存在A ∈ A 使得 x ∈ A，根据子基的定义，存在 S1, · · · , Sm ∈ S使得 x ∈ S1∩· · ·∩Sm ⊂ A，

下证存在 1 ⩽ k ⩽ m使得 Sk ∈ A，即得 x ∈ Sk ∈ S ∩ A.
若不然，则对每个 k 都有 A ⊂ Ak := A ∪ {Sk}，根据 A 的极大性可知 Ak /∈ 科 ，因此它有有限子覆盖

{Sk, Ak,1, · · · , Ak,j(k)}，故

X =

m⋂
k=1

(Sk ∪Ak,1 ∪ · · · ∪ Ak,j(k)) = (S1 ∩ · · · ∩ Sm) ∪ (
⋃
k,j

Ak,j), (A.4)

因此 {A,Ak,j : 1 ⩽ k ⩽ m, 1 ⩽ j ⩽ j(k)}是 A 的有限子覆盖，矛盾.
事实上，借助 Tychonoff定理可以证明选择公理，又由于选择公理可证 Alexander子基定理，因此三者是等

价的.

命题 A.1 (Tychonoff定理蕴含选择公理)

♠
若 Tychonoff定理成立，则对一族非空集合 {Xα}有

∏
α Xα 6= ∅.



A.2 拓扑群

证明 设 X̃α = Xα ∪ {∞α}，赋拓扑 T̃α = {∅, Xα, {∞α}, X̃α}，则 X̃α是紧空间（可以看作是平凡拓扑的一点紧
化），由 Tychonoff定理，X =

∏
α X̃α 是紧集，并且 {π−1

α (Xα)}是 X 中的一族闭集，且任意交
k⋂

i=1

π−1
αi

(Xαi
) ⊃ Xα1

× · · · ×Xαk
×

∏
α ̸=α1,··· ,αk

{∞α} (A.5)

非空，由其紧性可知
⋂

α π−1
α (Xα) 6= ∅，而该集合中的任意元素都是

∏
α Xα 中的元素，得证.

上面证明的巧妙之处在于向每个集合添加了一个点∞α，否则说明 π−1
α (Xα)的“任意有限交非空”会产生

循环论证.

A.1.2 Tychonoff定理的应用

命题 A.2

♠可数多个列紧空间的乘积仍然是列紧的.

证明 考虑XN中的一列元素 {an}，则 an = (an1 , a
n
2 , · · · )为X 中的序列.所有 {an1 : n ∈ N}构成一个序列，X 的

列紧性保证了 {an1}存在子列 an(1,i)使得 a
n(1,i)
1 收敛到 a∞1 ，对 a

n(1,i)
2 使用列紧性可知存在 an(1,i)的子列 an(2,i)

使得 a
n(2,i)
2 收敛到某个 a∞2 ，重复这里过程可得方阵 an(i,j)，取对角线 an(i,i) 可知它是 {an}在乘积拓扑（或者

说逐点收敛拓扑下的收敛子列）.
借助 Tychonoff定理可以给出紧致性与列紧性不等价的反例.

例 A.1 紧 6⇒ 列紧 根据定理可知 ([0, 1][0,1], Tprod) = (M([0, 1], [0, 1]), Tp.c.) 为紧空间，但它不是列紧的. 定义
fn : [0, 1] → [0, 1]为将 x映为其二进制表示的第 n为的映射，下证其无收敛子类，对任意子列 {fnk

}，取 x0 满
足其二进制的 n2k 位为 0，n2k+1 位为 1，则

fn2k
(x0) = 0, fn2k+1

(x0) = 1, (A.6)

因此它在 x0 处不收敛，故不是逐点收敛的.
例 A.2列紧 6⇒紧 设 A为 (M([0, 1], [0, 1]), Tp.c.)的由仅在可数个点非零的函数构成的子集，则它列紧，但非紧.
首先对 A中任意点列 {fn}，集合 S = {x : ∃n, s.t.fn(x) 6= 0}是可数集，在考虑其逐点收敛情形时，可认为

fn ∈ [0, 1]S，但 [0, 1]S ∼= C 是列紧的，因此 fn 有收敛子列.
其次对任意 t ∈ [0, 1]，记 At = {f ∈ A : f(t) = 1}，则 {At}为一族闭集，并且其任意有限并非空，因此⋂

t∈[0,1] At 6= ∅，但根据定义这是不可能的.

A.2 拓扑群

定义 A.1 (拓扑群)

♣

称群 G为拓扑群，若它同时具有群和拓扑空间的结构，并且乘法运算与求逆运算

µ : (x, y) 7→ xy, ν : x 7→ x−1 (A.7)

都是连续的.

定义 A.2 (拓扑群同构)

♣

设 G,H 为拓扑群，若 φ : G → H 既是群同态也是连续映射，则称之为连续同态，若其逆存在且也为连
续映射，则称 φ为同构以及两个拓扑群同构.

定义 A.3 (齐性空间)

♣称拓扑空间 X 是齐性的，若对任意 a, b ∈ X，存在 X 的同胚将 a映为 b.
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A.2 拓扑群

命题 A.3

♠拓扑群是齐性空间.

证明 设 rs : G → G, rs(x) = xs, ls : G → G, ls(x) = sx分别为右乘与左乘映射，则它们是拓扑群的自同构（同
胚），故命题显然.

命题 A.4

♠

设 G为拓扑群，A,B 为 G的子集，则
1. 若 A为开（闭）集，则 Ax, xA也是开（闭）集.
2. 若 A为开集，则 AB,BA都是开集.
3. 若 A为闭集，B 为有限集，则 AB,BA都是闭集.
4. 若 A,B 都是紧集，则 AB 是紧集.

证明
1. 注意到 rx, lx 为同胚.
2. 显然.
3. 显然.
4. 由于 A×B 为 G×G的紧集，因此 AB = µ(A×B)为紧集.
对于拓扑群而言，首要的是刻画其中的邻域，或者说邻域基/拓扑基.由于拓扑群是齐性空间，因此只需讨论

单位元 e的邻域基.

命题 A.5

♠

设F 为拓扑群 G的单位圆的邻域基，则
1. 设 U, V ∈ F，则存在W ∈ F 使得W ⊂ U ∩ V .
2. 设 a ∈ U ∈ F，则存在 V ∈ F 使得 V a ⊂ U .
3. 设 U ∈ F , x ∈ G，则存在 V ∈ F 使得 x−1V x ⊂ U .
4. 设 U ∈ F，则存在 V ∈ F 使得 V −1V ⊂ U .
5. 设 U ∈ F，则存在 V ∈ F 使得 V −1 ⊂ U .
6. 设 U ∈ F，则存在W ∈ F 使得WW ⊂ U .

证明
1. 显然.
2. 由于 Ua−1 是包含 e的邻域，因此必然包含 V ∈ F，即得 V a ⊂ U .
3. 过程同 2.
4. 考虑连续映射 φ(a, b) = a−1b，U 为开集说明 φ−1(U)为开集，并且 (e, e) ∈ φ−1(U)，因此存在 A,B ∈ F

使得 A×B ⊂ φ−1(u)，并且存在 V ∈ F 使得 V ⊂ A ∩B，因此 V × V ⊂ φ−1(U)，即得 V −1V ⊂ U .
5. 根据上一条，存在 V ∈ F 使得 V −1V ⊂ U，而 e ∈ V，因此 V −1 ⊂ V −1V ⊂ U .
6. 过程同 4.
事实上，上述性质完全决定了拓扑群的基.

命题 A.6

♠

设 G为抽象群，F 为 G的非空子集，每个集合都包含 e，若F 满足上述命题中的 1,2,3,4，则 G中存在
唯一拓扑，它以F 为 e的邻域基，使 G为拓扑群.

证明 令 B = {Ug : U ∈ F , g ∈ G}，只需证明 B 为拓扑基.首先显然
⋃

B∈B B = G，根据齐性，设 Ua, V b ∈
B, e ∈ Ua ∩ V b，则由 2，存在 U ′, V ′ 使得

e ∈ U ′ ⊂ Ua, e ∈ V ′ ⊂ V b, (A.8)
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再由 1可得W ∈ F ,W ⊂ U ′ ∩ V ′，即得 e ∈ W ⊂ Ua ∩ V b，因此 Ua ∩ V b实际上是B中一些集合的并，故B

为拓扑基.
下面说明 φ(b, c) = b−1c为连续映射，即对任意 Ua ∈ B，φ−1(Ua)为G×G中的开集，设 b−1c = ua ∈ Ua，

则存在 V ∈ F 使得 V u ⊂ U，存在W ∈ F 使得 b−1Wb ⊂ V，存在 Z ∈ F 使得 Z−1Z ⊂ W，因此

b−1Z−1Zbua ⊂ b−1Wbua ⊂ V ua ⊂ Ua ⇒ (Zb)−1(Zc) ⊂ Ua, (A.9)

命题 A.7

♠若拓扑群 G是 T1的，那么它也是 T2,T3的.

证明 只需证明 T3，而根据齐性只需证明 e与不包含 e的闭集 F 可分离.由于 F c 为 x的开邻域，因此存在开集
V 使得 e ∈ V −1V ⊂ F c，因此 V −1V ∩ F = ∅，说明 V ∩ V F = ∅，因此 V, V F 即为分离 x, F 的无交开集.

命题 A.8

♠局部可数紧 T3空间是第二纲集.

注局部可数紧是指对任意 x，存在其邻域 U 使得 U 为可数紧集.该命题对局部紧 Hausdorff空间也成立.
证明 假设存在可数个稠密开集 Dn 使得

⋂∞
n=1 Dn = ∅，首先取开集 U0 ⊂ X 使得 U0 为紧集，则对任意 x ∈

U0 ∩D1，根据 T3可知存在开集 V 使得

x ∈ V ⊂ V ⊂ D1, (A.10)

令 U1 = V ∩ U0，则 U1 ⊂ D1 ∩ U0，同理可得非空开集 U2, U3, · · · 满足

Un+1 ⊂ Dn+1 ∩ Un ⇒ Un+1 ⊂ Un, (A.11)

因此 ∅ 6=
⋂∞

n=0 Un ⊂
⋂∞

n=0 Dn，矛盾.

推论 A.1

♥设 G是局部紧 σ-紧 T3群，H 为正则局部可数紧群，若 φ : G → H 为连续满同态，则 φ是开映射.

A.3 映射空间的拓扑

A.3.1 三种拓扑

对于集合X 以及拓扑空间 Y，考虑从X 到 Y 的映射构成的空间M(X,Y )，如果只作为集合，其上可以定
义离散拓扑、平凡拓扑、余可数拓扑、余有限拓扑等，但是考虑映射的含义可知M(X,Y ) = Y X，因此首先可
以给出两种乘积空间的拓扑：

乘积拓扑：由子基

Sprod = {π−1
x (BY (yx, rx)) : x ∈ X, yx ∈ Y, rx > 0} (A.12)

生成，这恰好是逐点收敛拓扑 (M(X,Y ), Tp.c.).
箱拓扑：由基

Bbox =

{∏
x∈X

BY (yx, rx) : yx ∈ Y, rx > 0

}
(A.13)

生成，这在研究连续映射是并不方便.
如果 Y 为度量空间，则 Y 上的度量 d诱导了度量

du(f, g) = sup
x∈X

d(f(x), g(x))

1 + d(f(x), g(x))
, (A.14)

并且 {fn}在 X 上一致收敛到 f 当且仅当 {fn}在 (M(X,Y ), du)中度量收敛到 f，因此可定义
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定义 A.4 (一致度量/一致收敛拓扑)

♣
称上面的 du 为M(X,Y )上的一致度量，由该度量诱导的拓扑 Tu.c. 称为M(X,Y )上的一致收敛拓扑.

注一致收敛拓扑需要 Y 的度量结构，并且 Tp.c. ⊂ Tu.c. ⊂ Tbox.

命题 A.9

♠
若 Y 为完备度量空间，则 du 为M(X,Y )上的完备度量.

若X 为拓扑空间，Y 为度量空间，令 C(X,Y )表示二者之间连续映射的全体，它在 Tp.c.中不是闭集，但在
Tu.c. 中是闭集（因为连续函数的一致极限还是连续的），因此

命题 A.10

♠
若 X 为拓扑空间，Y 为完备度量空间，则 (C(X,Y ), du)为完备度量空间.

若要研究连续函数列的收敛性，则上面的三种拓扑都有缺点：逐点收敛拓扑太弱（不能保证极限函数的连
续性），而一致拓扑与箱拓扑太强（连续性是“局部”概念，它强于“点态”，弱于“整体”），因此需要考虑“局
部”的一致收敛.

A.3.2 紧收敛拓扑与紧开拓扑

仿照前面三种拓扑，对 X 的紧集K 可定义

B(f ;K, ε) = {g ∈ M(X,Y ) : sup
x∈X

d(f(x), g(x)) < ε}, (A.15)

由此可引出紧收敛拓扑.

引理 A.1

♥

设 X 为拓扑空间，(Y, d)为度量空间，则

Bc.c. = {B(f ;K, ε) : f ∈ M(X,Y ),K ⊂ X紧, ε > 0} (A.16)

是M(X,Y )的一个拓扑基，并且它生成的拓扑 Tc.c. 中的收敛性等价于在所有紧集上的一致收敛性

定义 A.5 (紧收敛拓扑)

♣上述引理中定义的拓扑称为紧收敛拓扑，记为 Tc.c..

注显然有 Tp.c. ⊂ Tc.c. ⊂ Tu.c.，并且当 X 为紧空间时后两者相同.

命题 A.11 (限制映射的连续性)

♠

对任意 A ⊂ X，限制映射

rA : C(X,Y ) → C(A, Y ), f 7→ f |A (A.17)

关于 Tp.c., Tc.c., Tu.c. 都是连续的.

证明 只需证明 rA : M(X,Y ) → M(A, Y ) 连续，再将其限制在 C(X,Y ) 即可（若设 ι : A → X 为嵌入，则
rA(f) = f ◦ ι说明 rA(C(X,Y )) ⊂ C(A, Y )）.

证明其连续性只需证明它将 C(A, Y )中的每个子基（或基）拉回为 C(X,Y )中的开集，首先考虑 Tp.c. 有

r−1
A (π−1

x (BY (yx, rx))) = (πx ◦ rA)−1(π−1
x (BY (yx, rx))), (A.18)

由于积拓扑是投影映射的诱导拓扑，因此 rA 连续当且仅当
如果函数列 {fn}在某个紧子集K 上一致收敛到 f，则 f 在K 上是连续的，为了将 f 在每个紧集上的连续

性推广到全空间，需要局部紧致性.
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命题 A.12

♠
若局部紧空间 X 上的函数列 {fn} ⊂ C(X,Y )紧收敛到 f，则 f ∈ C(X,Y ).

证明 取 X 的紧邻域覆盖，则由 {fn}在 Tc.c. 中的收敛可得其在每个紧邻域内的一致收敛，即得.
紧收敛拓扑定义要求 Y 为度量空间，对一般的拓扑空间 Y，将度量球替换为开集就能定义类似的紧开拓扑.

定义 A.6 (紧开拓扑)

♣

设 X,Y 为拓扑空间，对任意紧集K ⊂ X 和开集 V ⊂ Y，记

S(K,V ) = {f ∈ M(X,Y ) : f(K) ⊂ V }, (A.19)

称M(X,Y )上由子基

Sc.o. = {S(K,V ) : K ⊂ X紧, V ⊂ Y开} (A.20)

生成的拓扑 Tc.o. 为M(X,Y )的紧开拓扑.

注我们大多时候对 C(X,Y )上的紧开拓扑感兴趣.

命题 A.13 (紧收敛拓扑为紧开拓扑)

♠
若 Y 为度量空间，则在 C(X,Y )上 Tc.o. = Tc.c.

证明 注意到 S(K,B(f, ε)) = B(f ;K, ε).

命题 A.14 (复合的连续性)

♠

设 X,Y, Z 为拓扑空间，Y 为 LCH空间，在紧开拓扑下，复合映射

◦ : C(X,Y )× C(Y, Z) → C(X,Z), (f, g) 7→ g ◦ f (A.21)

是连续的.

证明 根据 LCH 空间中紧集与开集的分离易得，对任意 (f, g) ∈ ◦−1(S(K,V ))，存在开集 U 使得 (f, g) ∈
S(K,U)× S(f(K), V ) ⊂ ◦−1(S(K,V )).

如果 X = pt为单点空间，则容易验证 (C(pt, Y ), Tc.o.) ∼= (Y, TY )，在这种观点下可得推论

推论 A.2 (赋值的连续性)

♥

设 X 为 LCH空间，Y 为一般拓扑空间，考虑 (C(X,Y ), Tc.o.)，则赋值映射

e : X × C(X,Y ) → Y, (x, f) 7→ e(x, f) = f(x) ∈ Y (A.22)

为连续映射.

证明 此时赋值映射恰好为复合映射 ◦ : C(pt,X)× C(X,Y ) → C(pt, Y ).
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