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第 1章 光滑流形

1.1 光滑流形的定义

1.1.1 拓扑流形

定义 1.1 (局部欧氏空间 (locally Euclidean))

♣

称拓扑空间M 是 n维局部欧的，若对任意 p ∈M，存在同胚于 Rn的邻域 U，设 φ : U → Rn为同胚，则
(U, φ)称为 p处的一个坐标卡，U 为坐标邻域，φ为坐标映射.

注
1. 若设 φ = (x1, · · · , xn), xi : U → R，则坐标卡也可表示为 (U, x1, · · · , xn)；一点处的坐标卡也称为该点处
的局部坐标系.

2. 有时也会称 (φ,U, V )为一个坐标卡，其中 φ : U → V 为同胚，V 为欧氏空间中的一个开集，这两种定义
是等价的.
借助下述定理，可以证明对于连通局部欧空间，其维数是良定的.

定理 1.1 (Brauwer维数不变定理)

♥Rn ∼= Rm 当且仅当 n = m.

定义 1.2 (拓扑流形)

♣称一个 T2、A2的 n维局部欧空间为 n维拓扑流形（简称 n维流形）.

注容易验证，拓扑流形具有如下非常好的性质：
T1/T3/T4/A1.
可分：具有可数稠密子集.
Lindelof：任意开覆盖都有可数子覆盖.
局部紧：任意点都有开邻域，其闭包为紧集.
局部连通：任意点的邻域都有包含该点的连通开子集.
局部道路连通：任意点的邻域都有包含该点的道路连通开子集.
仿紧：任意开覆盖有局部有限开加细.
可度量化：存在度量结构使得诱导拓扑一致.
σ-紧：可写成可数个紧集的并.

例 1.1
欧氏空间 Rn 就是 n维流形，它有全局坐标卡 (Rn, Id).进一步 Rn 中的任何开集也是 n维流形.
曲面是二维流形，曲线是一维流形.
拓扑流形的乘积也是拓扑流形.

1.1.2 相容坐标卡与光滑结构

为了定义拓扑流形上的光滑结构，首先需要刻画坐标卡之间的相容关系.



1.1 光滑流形的定义

定义 1.3 (C∞-相容)

♣

设 (U, φ), (V, ψ)是局部欧空间M 的两个坐标卡，定义转移映射

φ ◦ ψ−1 : ψ(U ∩ V ) → φ(U ∩ V ), ψ ◦ φ−1 : φ(U ∩ V ) → ψ(U ∩ V ),

若转移映射均是光滑的，则称两个坐标卡 C∞-相容的.

注
1. 大多时候会直接称坐标卡“相容”.
2. 对于坐标卡 (Ui, φi), (Uj , φj)，一般会记 Uij = Ui ∩ Uj，转移映射 φij = φj ◦ φ−1

i .

定义 1.4 (C∞-图册与等价关系)

♣

称 U = {(Uα, φα)}为局部欧空间M 的 C∞-图册，若M =
⋃
α Uα 且 U 中坐标卡两两 C∞-相容.

称两个图册 U ,V 等价，若 U ∪ V 也是M 的图册.

注大多时候会简称“图册”.
下面的引理说明，上述定义确实是一个等价关系.

引理 1.1

♥
设 U 为M 的图册，若M 中的坐标卡 (V, ψ), (W,σ)都与 U 相容，则其二者相容.

证明 只需证明对任意 p ∈ V ∩ W，ψ ◦ σ−1 : σ(V ∩ W ) → ψ(W ∩ V ) 在 p 处光滑. 任取 p 处的一个坐标卡
(U, φ) ∈ U，根据相容性可知有光滑映射

ψ ◦ σ−1 = (ψ ◦ φ−1) ◦ (φ ◦ σ−1) : σ(U ∩ V ∩W ) → φ(U ∩ V ∩W ) → ψ(U ∩ V ∩W ),

故 ψ ◦ σ−1 在 p处光滑，进而 ψ ◦ σ−1 光滑，同理可证 σ ◦ ψ−1 光滑.

定义 1.5 (光滑结构与光滑流形)

♣在拓扑流形M 中，称图册的等价类为一个微分结构，赋予了微分结构的拓扑流形称为光滑流形.

注
1. 后文中“流形”一般指光滑流形.
2. 微分结构也可以视为“极大图册”，即不真包含于任何更大的图册，对于一个图册 U，添加所有与之相容
的坐标卡后即可得到一个极大图册，因此证明拓扑空间M 是光滑流形时，只需证明
(a). M 是 T2+A2的.
(b). M 有一个光滑图册.

3. 当后面讨论光滑流形时，默认已经指定了一个光滑结构.
下面的例子说明，赋予不同光滑结构，可以得到不同的光滑流形.

例 1.2不等价的图册 考虑 R的三个图册 Ui = {(R, φi)}，其中

φ1(x) = x, φ2(x) = 2x φ3(x) = x3,

则 U1,U2 等价，但 U1,U3 不等价，因为 φ13(x) = φ3 ◦ φ−1
1 (x) = x1/3 在 R上不光滑.

¶单坐标卡流形

根据定义立得

命题 1.1

♠

若拓扑流形M 可被单独一个坐标卡覆盖（即全局坐标卡），则这个坐标卡自动给出了M 上的一个光滑结
构.

2



1.2 流形上的光滑映射

例 1.3
欧氏空间 Rn 是单坐标卡流形.
一般线性群 GLn(R)是单坐标卡流形.
对于开集 U ⊂ Rm 以及连续映射 f : U → Rn，定义其图像

Γ(f) = {(x, y) : x ∈ U, y = f(x)},

则 Γ(f)（赋予 Rm+n 的子空间拓扑）有全局坐标卡 (Γ(f), φ)，其中（这里将坐标卡的定义进行了适当拓
展，与一开始的定义不矛盾）

φ : Γ(f) → U, (x, y) 7→ x,

由此可以看出，如果取连续但不光滑的映射，可以得到与欧氏空间中常规光滑结构不同的结构，后面将看
到，图不一定是光滑子流形.

1.2 流形上的光滑映射

1.2.1 光滑映射的定义

借助流形上的光滑结构，可以定义其上的光滑映射，其思想在于借助局部欧性质，将映射拉入欧氏空间考
虑.

定义 1.6 (流形上的光滑函数)

♣

设M 为光滑流形，称 f : M → R在 p ∈ M 处光滑，若存在 p附近的坐标卡 (U, φ)使得 f ◦ φ−1 在 φ(p)

处光滑.若 f 在每一点均光滑，则称之在M 上光滑.

注对 p附近的其它坐标卡 (V, ψ)有 f ◦ ψ−1 = (f ◦ φ−1) ◦ (φ ◦ ψ−1)，光滑结构中坐标卡的相容性保证了函数光
滑性是良定的.

使用相同的思路，可以定义流形之间的光滑映射.

定义 1.7 (流形间的光滑映射)

♣

设M,N 为光滑流形，称连续映射 f : N →M 在 p ∈ N 处光滑，若存在 p, f(p)处的坐标卡 (U, φ), (V, ψ)

使得 ψ ◦ f ◦ φ−1 在 φ(p)处光滑.若 f 在每一点均光滑，则称之在 N 上光滑.

注类似地，易证流形间光滑映射也是良定的.
由定义，映射光滑性是由每一点光滑性描述的，但许多时候映射与坐标映射复合的光滑性是易得的，借助

一些坐标卡可以直接得到整体的光滑性，不必再逐点考虑.

命题 1.2

♠

设M,N 为光滑流形，f : N →M 为连续映射，则下述等价：
1. f 在 N 上光滑.
2. 存在 N 的图册 U，M 的图册 V 使得对任意 (U, φ) ∈ U , (V, ψ) ∈ V，有光滑映射

ψ ◦ f ◦ φ−1 : φ(U ∩ F−1(V )) → Rm.

3. 对 N,M 中的任意坐标卡 (U, φ), (V ψ)都有光滑映射

ψ ◦ f ◦ φ−1 : φ(U ∩ F−1(V )) → Rm.

命题 1.3 (光滑映射的复合)

♠设M,N,P 为光滑流形，f : N →M, g :M → P 为光滑映射，则 g ◦ f : N → P 也是光滑映射.
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1.2 流形上的光滑映射

定义 1.8 (微分同胚)

♣

设 N,M 为光滑流形，连续映射 f : N → M，若 f 为同胚，f, f−1 均光滑，则称之为 N,M 间的一个微
分同胚.

容易验证如下事实：

命题 1.4 (坐标映射与微分同胚)

♠

若 (U, φ)为 n维光滑流形M 的一个坐标卡，则坐标映射 φ : U → φ(U) ⊂ Rn 为微分同胚.
若 U 为 n维光滑流形M 中的开集，F : U → F (U) ⊂ Rn 为微分同胚，则 (U,F )为M 的一个坐标
卡.

证明
1. 由定义可得 φ为同胚，只需证明 φ, φ−1 均为同胚，考虑单坐标卡 {(U, φ)}, {(φ(U), Id)}即可.
2. 任取M（光滑结构中）的坐标卡 (Uα, φα)，F ◦ φ−1

α , φα ◦F−1都光滑，因此 (U,F )与光滑结构中的坐标卡
均相容，根据极大性可知 (U,F )为坐标卡.
欧氏空间间连续映射的光滑性可以由各分量刻画，流形也有这样的性质.

命题 1.5 (借分量刻画光滑性)

♠

设 F : N →M 为 n,m维光滑流形间的连续映射，则下述等价：
1. F 在 N 上连续.
2. 存在M 的图册 V，使得对任意 (V, ψ) = (V, y1, · · · , ym) ∈ V，每个分量 yi ◦ F : F−1(V ) → R都是
光滑函数.

3. 对M 的任意坐标卡 (V, ψ) = (V, y1, · · · , ym)，每个分量 yi ◦ F : F−1(V ) → R都是光滑函数.

1.2.2 偏导数

借助“在欧氏空间处理”的观点，可以定义出流形间函数的偏导数.

定义 1.9 (流形上光滑函数的偏导数)

♣

设 f : M → Rm 为光滑映射.对于 p ∈ M 以及该点的坐标卡 (U, φ) = (U, x1, · · · , xn)，定义 f 在该点处
（关于这一坐标卡）的偏导数为

∂

∂xi

∣∣∣∣
p

f =
∂f

∂xi
(p) :=

∂(f ◦ φ−1)

∂ri
(φ(p)) =

∂

∂ri

∣∣∣∣
ϕ(p)

(f ◦ φ−1), (1.1)

其中 r1, · · · , rn 为 Rn 中的标准坐标，即 xi = ri ◦ φ.

注对于函数 f 以及坐标卡 (U, φ)，关于该坐标卡的偏导数可以看作 U 上的一个函数，根据定义可知其关于 φ的
拉回为

∂f

∂xi
◦ φ−1 =

∂(f ◦ φ−1)

∂ri
,

因此 ∂f
∂xi 也是光滑函数.
对于流形上的坐标函数本身，其偏导数与欧氏空间中标准坐标有类似的性质.

命题 1.6

♠
设 (U, x1, · · · , xn)为流形M 上的坐标卡，则 ∂xi

∂xj = δij .

证明 对任意 p ∈ U 有
∂xi

∂xj
(p) =

∂(xi ◦ φ−1)

∂rj
(φ(p)) =

∂(ri ◦ φ ◦ φ−1)

∂rj
(φ(p)) =

∂ri

∂rj
(φ(p)) = δij .
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1.2 流形上的光滑映射

对于流形间的光滑映射，也有类似的定义.

定义 1.10 (流形间光滑映射的偏导数 (Jacobian))

♣

设 F : N → M 为光滑映射，(U, φ) = (U, x1, · · · , xn), (V, ψ) = (V, y1, · · · , ym)为 N,M 的坐标卡，使得
F (U) ⊂ V，记

F i = yi ◦ F = ri ◦ ψ ◦ F : U → R,

称矩阵 J(ψ ◦F ◦φ−1) := (∂xjF i)m×n为映射 F 关于两组坐标卡的 Jacobi矩阵，当N =M 时，det(J(ψ ◦
F ◦ φ−1))称为 F 关于两组坐标卡的 Jacobi行列式.

注若给定坐标卡，则可简记为 J(F ).
例 1.4转移映射的 Jacobian 设 (U, φ) = (U, x1, · · · , xn), (V, ψ) = (V, y1, · · · , yn)为M 上的两个坐标卡，则转移
映射 ψ ◦ φ−1 的偏导数为

∂(ψ ◦ φ−1)i

∂rj
(φ(p)) =

∂(ri ◦ ψ ◦ φ−1)

∂rj
(φ(p)) =

∂(yi ◦ φ−1)

∂rj
(φ(p)) =

∂xj

∂yi
(p),

因此 J(ψ ◦ φ−1) = (∂yix
j)n×n.

¶反函数定理

进一步，欧氏空间中的反函数定理可以“移植”到流形上.

定义 1.11 (局部微分同胚)

♣

设 f : N →M 为光滑映射，若对于 p ∈M，存在开邻域 U 以及 f(p)的开邻域 V 使得 f |U : U → V 为微
分同胚，则称 f 为 p处的局部微分同胚.

定理 1.2 (欧氏空间中的反函数定理)

♥

设 F : W → Rn 为光滑函数，W 为 Rn 中的开集，则 F 在 p ∈ W 处为局部微分同胚当且仅当
det(J(F ))(p) 6= 0.

定理 1.3 (流形上的反函数定理)

♥

设 F : N → M 为同维流形之间的光滑映射，(U, φ) = (U, x1, · · · , xn), (V, ψ) = (V, y1, · · · , yn)为 p, F (p)

处的坐标卡，满足 F (U) ⊂ V，则 F 在 p处为局部微分同胚当且仅当 F 在两组坐标卡下的 Jacobi行列式
在 p处非零.

证明 设 F i = yi ◦ F = ri ◦ ψ ◦ F，则偏导数为
∂F i

∂xj
(p) =

∂(ri ◦ ψ ◦ F ◦ φ−1)

∂rj
(φ(p)) =

∂(ψ ◦ F ◦ φ−1)i

∂rj
(φ(p)),

因此 F 的 Jacobi矩阵等于 ψ ◦F ◦ φ−1的 Jacobi矩阵，F 在 p处为局部微分同胚当且仅当 ψ ◦F ◦ φ−1在 φ(p)处
为局部微分同胚，当且仅当

det(J(F ))(p) = det(J(ψ ◦ F ◦ φ−1))(φ(p)) 6= 0,

得证.

推论 1.1

♥

设 N 为 n 维流形，(U, x1, · · · , xn) 上的一组光滑函数 F 1, · · · , Fn 构成 p 处一个局部坐标系当且仅当
det(J(F ))(p) 6= 0.

证明 设 F = (F 1, · · · , Fn) : U → Rn，则 det(J(F ))(p) 6= 0当且仅当 F 为局部微分同胚，即存在 p的开邻域W
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1.3 流形上的单位分解

使得 F :W → F (W )为局部微分同胚，此时 (W,F )即为 p处的一个坐标卡，反之亦然.

1.3 流形上的单位分解
（光滑）单位分解是流形上最重要的工具，它可以将局部行为统合到整体.

1.3.1 鼓包函数的存在性

定义 1.12 (流形上的鼓包函数)

♣

设M 为拓扑流形，ρ :M → R为连续函数.称之为支在（邻域）U 中的 p ∈M 处的鼓包函数，若其满足
f 非负.
supp ρ ⊂ U .
存在 p的邻域 V，使得 ρ|V ≡ 1.

注一般简称“p处的鼓包函数”；有时会要求 supp ρ为紧集.
欧氏空间中的鼓包函数是较好构造的.

例 1.5欧氏空间中的鼓包函数 首先考虑 R中函数

f1(x) =

e−1/x, x > 0

0, x ⩽ 0
f2(x) =

f1(x)

f1(x) + f1(1− x)

其中 f1 在负半轴恒为 0，在正半轴单增收敛到 1；f2 在 x ⩽ 0时恒为 0，在 x ⩾ 1时恒为 1.借此定义

f3(x) = f2(2− |x|),

则 f3 即为 Rn 中原点处的鼓包函数，它在 B1(0)上取 1，在 B2(0)外取 0.

图 1.1: 鼓包函数图像

容易发现，上面构造出的鼓包函数是光滑的，由于我们大多时候在光滑流形上处理问题，因此自然希望得
到光滑鼓包函数.借助欧式空间中的鼓包函数，可以构造出给定紧集中的光滑鼓包函数.

定理 1.4 (紧支集光滑鼓包函数的存在性)

♥

设M 为光滑流形，K 为紧集，U 为包含K 的开集，则存在紧支集光滑鼓包函数 ρ满足

ρ|K ≡ 1, supp ρ ⊂ U.

证明 对任意 q ∈ K，存在坐标卡 (Uq, φq)使得 Uq ⊂ U, φq(q) = 0，设函数

fq(p) =

f3(φq(p)), p ∈ Uq

0, p /∈ Uq

若令 Ũq = φ−1
q (B1(0))，则 fq|ϕ−1

q (B1(0))
≡ 1，并且

fq ∈ C∞(M)：注意到它分别在M 的开覆盖 {Uq, φ−1
q (B2(0)

c
)}上均光滑，由粘接引理可得.

supp fq ⊂ Uq 且为紧集：显然 supp fq ⊂ Uq，注意到 supp fq = φ−1
q (B2(0))（可证明其补集相同）.
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1.3 流形上的单位分解

所有 {Uq : q ∈ K}构成K 的开覆盖，因此可取有限子覆盖 {Uq1 , · · · , UqN }，令 ψ =
∑N
i=1 fqi，则

ψ ∈ C∞
0 (M), suppψ ⊂ U, ϕ|K ⩾ 1,

取 ρ = f2 ◦ ψ，则 ρ即为满足要求的鼓包函数.
借助光滑鼓包函数，可以将局部定义的光滑函数的一部分“延拓”到整体.

推论 1.2 (光滑函数的局部延拓)

♥

设M 为光滑流形，U ⊂ M 为开集，f : U → R为光滑函数，则对任意 q ∈ U，存在 f̃ ∈ C∞(M)以及 p

的邻域 V 使得 f̃ |V = f |V .

证明 取 p的开邻域 V 使得 V 为紧集，并且 p ∈ V ⊂ U（流形是局部紧的），设 ρ为 p处支在 U 中的鼓包函数，
使得 ρ|V ≡ 1，定义

f̃(x) =

f(x)ρ(x), x ∈ U,

0, x /∈ U,

则 f̃ |V = f |V，并且 f̃ 在M 的开覆盖 {U, (supp f)c}上均光滑，故由粘接引理可得 f̃ ∈ C∞(M).

1.3.2 单位分解

定义 1.13 (光滑单位分解)

♣

设M 为光滑流形，{Uα}为其开覆盖，{ρα}为M 上的一族光滑函数，若其满足
每个 α都是支在 Uα 内的光滑鼓包函数.
对任意 p ∈M，存在一个只与有限个 Uα 相交的邻域.
对任意 p ∈M，

∑
α ρα(p) = 1.

则称 {ρα}为一个从属于 {Uα}的光滑单位分解.

注
1. 由于流形是 A2的，因此定义中的开覆盖可以替换为可数开覆盖.
2. 虽然

∑
α ρα(p)是函数的无穷求和，但局部有限性使得它在每一点附近都是一个有限求和.

3. 后面默认“单位分解”为“光滑单位分解”.

定理 1.5 (单位分解的存在性)

♥
对于任意光滑流形M 及其开覆盖 {Uα}，存在一个从属之的单位分解 {ρα}.

注定理的证明依赖技术性引理1.3，我们先用该引理证明单位分解的存在性，最后再处理细节问题.
证明 设 {Uα}为M 的开覆盖，取满足引理1.3的两族可数开覆盖 V,W，由于 Vj ⊂Wj 且为紧集，因此存在鼓包
函数 ϕj ∈ C∞

0 (M)满足
ϕj |Vj

≡ 1, suppϕj ⊂Wj ,

由于W 为局部有限覆盖，因此 ϕ =
∑
j ϕj 是良定的光滑正函数，作归一化

ψj =
ϕj
ϕ

∈ C∞(M),
∑
j

ψj ≡ 1,

对任意 j，固定一个指标 α(j)使得Wj ⊂ Uα(j)，再将 ψj 的和进行重分配

ρα =
∑

j:α(j)=α

ψj ∈ C∞(M),

由W 的局部有限性可得（第一个等号直接证明，第二个是因为“局部有限集族并集的闭包等于其闭包的并”）

supp ρα =
⋃

α(j)=α

suppψj =
⋃

α(j)=α

suppψj =
⋃

α(j)=α

suppψj ⊂ Uα,
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1.3 流形上的单位分解

因此 {ρα}为从属于 {Uα}的单位分解.
注特别地，当覆盖有限时，每个 ρα 都有紧支集.

¶技术性的引理

引理 1.2 (穷竭的存在性)

♥

对任意拓扑流形M，存在可数开集族 {Xi}使得
1. 每个 Xj 为紧集.
2. Xj ⊂ Xj+1.
3. M =

⋃
j Xj .

注这样的子集族称为M 的一个穷竭.
证明 M 存在可数拓扑基，从中选择那些闭包是紧集的开集（拓扑流形局部紧，因此这样的集合存在且足够多），
记为 Y1, Y2, · · ·，则 {Yj}是M 的开覆盖，令 X1 = Y1，由于 {Yj}是紧集 X1 的开覆盖，因此存在有限子覆盖
{Yi1 , · · · , Yik}，令

X2 = Y2 ∪ Yi1 ∪ · · · ∪ Yik ,

则X1 ⊂ X2且X2紧致，重复这一过程可得满足条件的穷竭 {Xn}（由于Xk ⊃
⋃k
j=1 Yj，因此也满足第三条）.

最后证明所需引理

引理 1.3 (两族加细覆盖)

♥

对拓扑流形M 的任意开覆盖 U = {Uα}，存在M 的两组可数开覆盖 V = {Vj},W = {Wj}使得
1. 对任意 j，Vj 为紧集且 Vj ⊂Wj .
2. W 是 U 的一个加细，即对任意 j，存在 α = α(j)使得Wj ⊂ Uα.
3. W 局部有限：对任意 p ∈M，存在邻域Wp 使得仅有限个Wj 满足Wp ∩Wj 6= ∅.

证明 设 {Xi}为M 的穷竭，对任意 p ∈ M，存在 j, α(p)使得 p ∈ (Xj+1\Xj) ∩ Uα(p)，并且可取 p的开邻域
Vp,Wp 使得 Vp 紧且

Vp ⊂Wp ⊂ Uα(p) ∩ (Xj+2\Xj−1).

图 1.2: 关系示意图

由于每个 Xj+1\Xj 是紧致的，因此可取有限个点 pj1, · · · , p
j
kj
使得 {Vpj1 , · · · , Vpjkj

}是 Xj+1\Xj 的开覆盖，

将全体 Vpjk
,Wpjk

重标号为 V1, V2, · · · ;W1,W2, · · ·，则 V = {Vj},W = {Wj}满足条件（其中局部有限性是因为
仅有限多个Wk 与 Xj+1\Xj−1 相交，这有限个分别对应前文中的 j − 2, j − 1, j, j + 1）.

1.3.3 单位分解的应用

借助单位分解，可以将特定鼓包函数的存在性从紧集推广到闭集上.
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1.3 流形上的单位分解

推论 1.3 (特定鼓包函数的存在性)

♥

设M 为光滑流形，K 为闭集，U 为包含K 的开集，则存在紧支集光滑鼓包函数 ρ满足

ρ|K ≡ 1, supp ρ ⊂ U.

证明 M 有开覆盖 {U,M\K}，设 {ρ1, ρ2}为对应的单位分解，令 ϕ = ρ1 则

ϕ ∈ C∞
0 (M), suppϕ ⊂ U,

并且 ρ2|K ≡ 0说明 ϕ|K ≡ 1.
注这里 suppϕ紧是因为该覆盖有限.

¶流形上的 Urysohn引理

根据上述推论可以直接得到光滑 Urysohn引理（注意拓扑流形是 T4的）.

定理 1.6 (光滑 Urysohn引理)

♥
对于光滑流形M 的任意无交闭集 A,B，存在光滑函数 f :M → [0, 1]使得 f(A) = 0, f(B) = 1.

证明

定理 1.7 (强光滑 Urysohn引理)

♥
对于光滑流形M 的任意无交闭集 A,B，存在光滑函数 f :M → [0, 1]使得 f−1(0) = A, f−1(1) = B.

证明

¶流形上函数的逼近

定理 1.8 (Whitney逼近定理)

♥

设M 为光滑流形，则对任意 g ∈ C(M)以及恒正连续函数 δ ∈ C(M,R>0)，存在 f ∈ C∞(M)使得对所
有 p ∈M 有

|f(p)− g(p)| < δ(p).

定义 1.14 (子集上的光滑性)

♣

设M 为光滑流形，g为其上的函数，A ⊂M，若存在开集U 以及U 上的光滑函数 g0满足A ⊂ U, g0|A = g，
则称 g在子集 A上光滑.

注注意，任意函数在单点集 {p}上光滑，但未必在 p处光滑.
借此定义可以证明Whitney定理的更强版本（Whitney定理是下面 A = ∅时的特例），其证明思路是在局部

用常值函数逼近，再利用单位分解进行“粘合”.

定理 1.9 (光滑函数逼近连续函数)

♥

设 M 为光滑流形，A 为闭子集，则对任意在 A 上光滑的连续函数 g ∈ C(M) 以及任意恒正连续函数
δ ∈ C(M,R>0)，存在 f ∈ C∞(M)使得

1. 对任意 p ∈ A有 f(p) = g(p).
2. 对任意 p ∈M 有 |f(p)− g(p)| < δ(p).

注定理容易推广到连续映射 g :M → Rn 的情形.
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1.3 流形上的单位分解

证明 根据定义，存在开集 U ⊃ A以及 g0 ∈ C∞(U)使得 g0|A = g，令 U0 = {p ∈ U : |g0(p)− g(p)| < δ(p)}，则
U0 为包含 A的开集.对任意 q ∈ Ac，令

Uq = {p ∈ Ac : |g(p)− g(q)| < δ(p)}, (1.2)

则 {Uq : q ∈ Ac}是 Ac 的开覆盖，它有可数开覆盖 {Ui}，设 {ρ0, ρi : i ∈ N}为从属于 {U0, Ui : i ∈ N}的单位分
解，定义

f(p) = ρ0(p)g0(p) +
∑
i⩾1

ρi(p)g(qi) ∈ C∞(M),

则对任意 p ∈M 有

|f(p)− g(p)| =

∣∣∣∣∣∣ρ0(p)g0(p) +
∑
i⩾1

ρi(p)g(qi)−
∑
i⩾0

ρi(p)g(p)

∣∣∣∣∣∣
⩽ ρ0(p)|g0(p)− g(p)|+

∑
i⩾1

ρi(p)|g(pi)− g(p)|

< ρ0(p)δ(p) +
∑
i⩾1

ρi(p)δ(p)

= δ(p).

其中最后的不等式 ρ0(p)|g0(p)− g(p)| < ρ0(p)δ(p)由如下事实得到：
若 p ∈ U0 则由定义有 |g0(p)− g(p)| < δ(p).
若 p /∈ U0 则 ρ(p) = 0,

因此这些不等式至少有一个严格成立，得证.
上述定理也蕴含光滑的 Tietz扩张定理.

定理 1.10 (光滑 Tietz扩张定理)

♥
设 A为光滑流形M 的闭子集，f ∈ C∞(A)，则存在 g ∈ C∞(M)使得 f = g|A.

证明 根据连续情形的 Tietz 扩张定理，存在 f1 ∈ C(M) 使得 f1|A = f，由上述定理即得 g ∈ C∞(M), g|A =

f1|A = f .
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第 2章 切空间与微分

2.1 光滑映射的微分

2.1.1 切空间

在欧氏空间中，光滑映射 f : U ⊂ Rn → V ⊂ Rm 在一点处的微分为线性映射 dfa : Rn → Rm，它在标准基
下的矩阵为 (∂xjfi)m×n.微分也是 f 的一种线性化，即在 a处有

lim
x→a

|f(x)− f(a)− (dfa)(x− a)|
|x− a|

= 0.

在 Rn 中，点 a处的切空间被定义为从该点出发的向量的全体，即 {a} × Rn，只不过欧氏空间中向量可以
任意平移，因此许多时候会省略点 p.因此，微分 dfa也可以看作切空间 TaU ∼= Rn到 Tf(a)V ∼= Rm的线性映射，
它将 U 中 a处的切向量映为 V 中 f(a)处对应的切向量.
在微分几何中，设正则曲面的局部参数方程为 f = (f1, f2, f3)，则它在点 p = f(u, v)处的切空间实际上就

是该点的切平面，定义为（其中M = Im f）

TpM = Span(fu|p, fv|p) = Im dfp.

类似地，如果流形M 可以通过 ι : M ↪→ RN 嵌入到欧氏空间中，可取 p附近的坐标卡 (U, φ)，仿照上面的结果
定义

TpM = Im d(ι ◦ φ−1)ϕ(p).

但这种定义需要验证 TpM 不依赖坐标卡的选取，并且对于不同嵌入可以得到相同的结果，因此我们更希望切空
间有直接的、内蕴的定义.

¶切向量与方向导数的对应

对任意 ~v ∈ TaRn，函数 f : Rn → R沿 ~v方向的导数为

Dv⃗f := lim
h→0

f(a+ h~v)− f(x)

h
=

d

dt

∣∣∣∣
t=0

f(a+ t~v) = dfa(~v),

这就定义了一个算子，若设 ~v = (v1, · · · , vn)T，则

Dv⃗ : C
∞(Rn) → R, f 7→

n∑
i=1

vi
∂f

∂xi
(a),

容易验证它是线性算子，并且满足 a处的 Leibnitz法则：

Dv⃗(fg) = f(a)Dv⃗g + g(a)Dv⃗f.

一般将满足 Leibnitz法则的线性算子称为导子.

定义 2.1 (导子)

♣

若 A为 k-代数，B 为 A上的双模，线性算子 d : A→ B 满足 Leibnitz法则

d(uv) = (du)v + u(dv),

则称 d为 A上的一个（取值于 B 的）导子.

注容易验证，所有导子也构成一个 k-线性空间；方向导数就是 R-代数 C∞(Rn)上一个取值于 R的导子.
我们希望建立切向量与方向导数之间的对应（或者说线性同构，注意到方向导数的全体也构成线性空间）

~v↭ Dv⃗

从而将切空间的概念更好地推广到流形上，下面的引理非常关键.



2.1 光滑映射的微分

引理 2.1

♥

若 D : C∞(Rn) → R为线性算子且满足 a处的 Leibnitz法则，即

D(fg) = f(a)D(g) + g(a)D(f),

则存在切向量 ~v ∈ TaRn 使得 D = Dv⃗ .

证明 对任意 f ∈ C∞(Rn)有

f(x) = f(a) +

∫ 1

0

d

dt
f(a+ t(x− a))dt

= f(a) +

n∑
i=1

∫ 1

0

∂f

∂xi
(a+ t(x− a))dt · (xi − ai)

= f(a) +

n∑
i=1

(xi − ai)hi(x).

借助 Leibnitz法则可得 D(1) = D(1 · 1) = 2D(1) ⇒ D(1) = 0，进而由线性性得到对任意常数 c都有 D(c) = 0，
因此

D(f) =

n∑
i=1

D(xi)hi(a) =

n∑
i=1

D(xi)
∂f

∂xi
(a), (2.1)

这就说明只要令 ~v = (D(x1), · · · , D(xn))T ∈ Ta(Rn)就有

D =

n∑
i=1

D(xi)
∂

∂xi

∣∣∣∣
x=a

= Da
v⃗ . (2.2)

推论 2.1 (导子与切向量的对应)

♥

方向导数算子
D : TaRn → Da, ~v 7→ Dv⃗

是切空间与导子空间之间的线性空间同构.

注切向量是几何对象，而导子是代数对象，这实际建立了几何对象与代数对象的对应.
证明 显然 D 是线性映射，引理保证它是满射，而对不同的切向量，容易找到函数使得其在两个方向上导数不
同，因此 D是单射.
例 2.1按照上面的对应，TpRn 中的标准基 e1, · · · , en 分别对应到 ∂x1 |p, · · · , ∂xn |p.

¶流形上的切空间

流形上虽然没有“几何向量”，但它有 R-代数 C∞(M)，因此可以定义一点的导子为该点的切向量.

定义 2.2 (流形上的切向量与切空间)

♣

设M 为 n维光滑流形，则
若 R-线性映射 Xp : C

∞(M) → R在 p ∈M 处满足 Leibnitz法则

Xp(fg) = f(p)Xp(g) +Xp(f)g(p), ∀f, g ∈ C∞(M), (2.3)

则称 Xp 为M 在 p点处的一个切向量.
称 p处全体切向量构成的线性空间 TpM 为M 在 p处的切空间.

引理 2.2

♥
若 p的某个邻域内有 f = c，则 Xp(f) = 0.
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2.1 光滑映射的微分

证明 取M 上的鼓包函数 ϕ使得 ϕ在 p附近恒为 1，在集合 {f 6= c}上恒为 0，则 (f − c)ϕ ≡ 0，因此

0 = Xp((f − c)ϕ) = (f(p)− c)Xp(ϕ) +Xp(f)ϕ(p) = Xp(f).

上述引理说明，若在 p的邻域内有 f = g1，则 Xp(f) = Xp(g)，这说明切空间实际上是局部的，因此有

命题 2.1

♠
设M 为光滑流形，U 为 p ∈M 的开邻域，则有线性空间同构 TpM ∼= TpU .

2.1.2 光滑映射的微分

对于欧氏空间的映射 f : U ⊂ Rn → V ⊂ Rm，其微分 dfa : TaU → Tf(a)V 在 ~v上的作用为

dfa(~v) =
(
∂xjfi(a)

)
~v =

 n∑
j=1

∂f1
∂xj

(a)vj , · · · ,
n∑
j=1

∂fm
∂xj

(a)vj

T

:= ~w,

从导子的角度看，~w可视为 f(a)处的导子，即 dfa(Dv⃗) = Dw⃗，它将光滑函数 g ∈ C∞(V )映为
m∑
j=1

wj
∂g

∂yj
(f(a)) =

m∑
j=1

n∑
i=1

∂fj
∂xi

(a)vi
∂g

∂yj
(f(a)) =

n∑
i=1

vi
∂

∂xi

∣∣∣∣
x=a

(g ◦ f), (2.4)

因此 Dv⃗g = Da
v⃗(g ◦ f)，由此可定义

定义 2.3 (光滑映射的微分)

♣

设光滑映射 f :M → N 以及 p ∈M，定义 f 在 p处的微分为线性映射 dfp : TpM → Tf(p)N，满足

dfp(Xp)(g) = Xp(g ◦ f), ∀Xp ∈ TpM, g ∈ C∞(N).

注考虑 R的情形，这时 TtR = {c ddt : c ∈ R}，因此可以自然将 TtR等同于 R：

c
d

dt
∈ TtR⇝ c ∈ R,

对任意 g ∈ C∞(R)有

dfp(c
d

dt
)(g) = c

d

dt

∣∣∣∣
p

(g ◦ f) = c
dg

du
(f(p))

df

dt
(p) = c

d

dt

∣∣∣∣
p

(f)
dg

du
(f(p)),

由于 dimTf(t)R = 1，因此 dfp(Xp)仅由一个光滑函数的值就能确定，取 g(t) = t，则与 c ddt 对应的 c ∈ R恰好
是它在 g上作用的结果，即对任意 f ∈ C∞(M), Xp ∈ TpM 有

dfp(Xp)(g) = Xp(g ◦ f) = Xp(f),

因此一般简记为 dfp(Xp) = Xp(f).
从范畴角度而言，微分实际上是“带点光滑流形范畴”到“线性空间范畴”的函子.

定理 2.1 (d的函子性)

♥

设M,N,P 为光滑流形，p ∈M，则
1. d(IdM )p = IdTpM .
2. 链式法则：设 f ∈ C∞(M,N), g ∈ C∞(N,P )，则 d(g ◦ f)p = dgf(p) ◦ dfp.

证明
1. dfp(Xp)(g) = Xp(g ◦ f) = Xp(g)，因此 dfp(Xp) = Xp，说明 dfp = IdTpM .

1若在 p的某个邻域内有 f = g，则称它们在 p处定义了相同的“芽”，这可以看作 C∞(M)上的一种等价关系，当研究局部性质时，在芽上
处理会更便利.
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2.1 光滑映射的微分

2. 对任意 Xp ∈ TpM,h ∈ C∞(P )有

d(g ◦ f)p(Xp)(h) = Xp(h ◦ g ◦ f) = dfp(Xp)(h ◦ g) = dgf(p)(dfp(Xp))(h). (2.5)

推论 2.2 (微分同胚 7→线性同构)

♥
若 f :M → N 为微分同胚，则 dfp : TpM → Tf(p)N 为线性同构.

注这蕴含了光滑流形的维数不变性.
证明 对 f−1 ◦ f = IdM , f ◦ f−1 = IdN 使用链式法则可得.
进一步，借助坐标映射可以给出切空间的细致刻画.

推论 2.3 (切空间的基与维数)

♥

设M 为 n维流形，则对 p附近的任意坐标卡 (U, φ)有

TpM = Span(∂1, · · · , ∂n), (2.6)

其中 ∂i := dφ−1
φ(p)(∂ri

∣∣
φ(p)

).特别地，dimTpM = n.

证明 ϕ : U → Rn 为微分同胚说明 dϕp : TpU → Tφ(p)Rn 为线性同构，因此

Tφ(p)Rn = Span(∂r1 |φ(p), · · · , ∂rn |φ(p)) ⇒ TpM = TpU = dϕ−1
φ(x)(Tφ(p)V ) = Span(∂1, · · · , ∂n).

借助坐标卡，∂i 可以具体表示为

∂i : C
∞(U) → R, ∂i(f) =

∂(f ◦ ϕ−1)

∂ri
(ϕ(p)).

¶乘积流形的切空间

乘积流形的切空间有如下结论.

命题 2.2 (乘积流形的切空间)

♠

设M1,M2 为光滑流形，M1 ×M2 为其乘积.
1. 投影映射 π1 :M1 ×M2 →M1, π2 :M1 ×M2 →M2 光滑.
2.“切片”嵌入 ib :M1 ↪→M1 ×M2, x 7→ (x, b)和 ja :M2 ↪→M1 ×M2, y 7→ (a, y)光滑.
3. 有向量空间同构 T(p1,p2)(M1 ×M2) ∼= Tp1M1 × Tp2M2.

2.1.3 流形上的光滑曲线

定义 2.4 (光滑曲线)

♣
流形M 上的一条光滑曲线定义为光滑映射 γ : (a, b) →M .

注一般设 0 ∈ (a, b)，称 γ 以 p = γ(0)为起点.
对于曲线 γ，定义其在点 t0 ∈ (a, b)处的速度向量为

γ′(t0) := dγt0(∂t|t0) ∈ Tγ(t0)M,

特别当M = R时，作为 R中切向量的 γ′(t0)恰好与它作为函数的导数取值对应.
下面的例子说明，对于欧氏空间中的曲线，速度向量就是其上的切向量.

例 2.2设 γ(t) = (t2, t3) ∈ R2，γ′(t) = a∂x + b∂y，其中

a = c′(t)(x) =
d(x ◦ γ)
dt

(t) = 2t, b = c′(t)(y) =
d(y ◦ γ)
dt

(t) = 3t2,

因此 c′(t) = 2t∂x + 3t2∂y，恰好对应 (2t, 3t2).

14



2.2 光滑函数的局部性态

进一步可得

命题 2.3

♠

设光滑曲线 γ : (a, b) →M，(U, x1, · · · , xn)为 γ(t) ∈M 处的坐标卡，记 γi = xi ◦ γ，则

γ′(t) =

n∑
i=1

(γi)′(t)
∂

∂xi

∣∣∣∣
γ(t)

.

证明 设 γ′(t) =
∑n
i=1 a

i∂xi |γ(t)，则

ai = γ′(t)(xi) =
d(xi ◦ γ)

dt
(t) = (γi)′(t).

任意光滑曲线都确定了起点 γ(0)处的一个切向量 γ′(0)，因此借助曲线可以给出看待切空间 TpM 的另一种
思路：以 p为起点的曲线在起点的切向量的全体.

命题 2.4 (切向量确定曲线)

♠
设M 为光滑流形，对任意 p ∈M,Xp ∈ TpM，存在以 p为起点的曲线 γ : (−ε, ε) →M 使得 Xp = c′(0).

证明 设 (U, φ)为 p处的坐标卡且 φ(p) = 0，Xp =
∑
ai∂xi |p，考虑曲线（取 ε充分小可使 α((−ε, ε)) ⊂ φ(U)）

α : (−ε, ε) →M, t 7→ (a1t, · · · , ant),

则有 α(0) = 0, α′(0) =
∑
ai∂ri |0，其中 ri ◦ φ = xi.令 γ = φ−1 ◦ α，则 γ(0) = p且

γ′(0) = dφ−1
ϕ(p)(α

′(0)) = dφ−1
ϕ(p)

(
n∑
i=1

ai
∂

∂ri

∣∣∣∣
0

)
=

n∑
i=1

ai
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

= Xp.

命题 2.5

♠

设M 为光滑流形，Xp ∈ TpM, f ∈ C∞(M)，若 γ 是以 p为起点的曲线且 γ′(0) = Xp，则

Xp(f) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

f ◦ γ(t).

证明 直接计算得到

Xp(f) = γ′(0)(f) = dγ0(∂t|0)(f) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

f ◦ γ(t).

借助曲线，可以给出一个计算微分的方法.

命题 2.6 (用曲线计算微分)

♠

设 f : N →M 为光滑映射，p ∈ N,Xp ∈ TpN，若 γ 是以 p为起点的曲线且 γ′(0) = Xp，则

dfp(Xp) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

f ◦ γ(t).

证明 直接计算得到

dfp(Xp) = dfp(γ
′(0)) = dfγ(0) ◦ dγ0(∂t|0) = d(f ◦ γ)0(∂t|0) =

d

dt

∣∣∣∣
t=0

(f ◦ γ(t)).

例 2.3左乘映射的微分 考虑GLn(R)上的左乘映射 Lg，为计算其在 I处的微分，取曲线 γ使得 γ(0) = I, γ′(0) =

XI ∈ TI(GLn(R))，则

d(Lg)I(XI) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(Lg ◦ γ(t)) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(gγ(t)) = gγ′(0) = gXI .
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2.2 光滑函数的局部性态

2.2 光滑函数的局部性态
微分可以视为将流形的局部信息“编码”到了切空间中，本节将讨论如何从切空间“解码”出流形的局部信

息.

2.2.1 反函数定理

我们在前面证明过流形上用 Jacobian刻画的反函数定理，下面我们在微分语言下证明它.

定理 2.2 (反函数定理)

♥
设 f :M → N 为光滑映射，则 f 为 p ∈M 处的局部微分同胚当且仅当 dfp : TpM → Tf(p)N 为线性同构.

注当取定两个坐标卡后，d(ψ ◦ fp ◦ φ−1)在标准基下的矩阵就是它的 Jacobian，因此反函数定理的两种形式是等
价的.
证明 一边是显然的；另一边取 p, f(p)处的坐标卡 (U, φ), (V, ψ)使得 f(U) ⊂ V .φ, ψ都是局部微分同胚说明

d(ψ ◦ f ◦ φ−1)ϕ(p) = dψf(p) ◦ dfp ◦ dφ−1
ϕ(p) : Tϕ(p)U

∼= Rn → Tψ(f(p))V ∼= Rn

为线性同构，根据欧氏情形可知存在 φ(p), ψ(f(p)) 的邻域 U1, V1 使得 ψ ◦ f ◦ φ−1 : U1 → V1 为微分同胚，取
U ′ = ϕ−1(U1), V

′ = ψ−1(V1)，则

f = ψ−1 ◦ (ψ ◦ f ◦ ϕ−1) ◦ ϕ : U ′ → V ′

为微分同胚，即为 p处的局部微分同胚.
局部微分同胚未必是整体微分同胚，但如果在每一点都是局部微分同胚，那么加上可逆条件就能将其合成

为整体微分同胚.

命题 2.7 (局部微分同胚⇒整体微分同胚)

♠设光滑映射 f :M → N 在每一点 p ∈M 处都是局部微分同胚，若 f 可逆，则 f 为整体微分同胚.

证明 根据粘接引理可知 f 为同胚，注意到 f−1 在每一点 q = f(p)的光滑性只与其局部性质有关即可.
最后作一些补充解释，在“光滑流形范畴”中，态射为光滑映射，等价为微分同胚；而在“带点光滑流形范

畴”（可以理解为流形的局部）中，态射为函数的芽，等价为局部微分同胚.

2.2.2 淹没、浸入与常秩定理

对于一般的线性映射，我们会更关心单射、满射；同理，对于映射的微分，我们也更关心单射与满射的情形.

定义 2.5 (淹没 &浸入)

♣

设 f :M → N 为光滑映射.
若 dfp : TpM → Tf(p)N 为满射，则称 f 是 p处的淹没.若 f 处处淹没则称之为淹没映射.
若 dfp : TpM → Tf(p)N 为单射，则称 f 是 p处的浸入.若 f 处处浸入则称之为浸入映射.

注显然
若 f 在一点处为淹没，则 dimM ⩾ dimN .
若 f 在一点处为浸入，则 dimM ⩽ dimN .
下面是欧氏空间中经典的淹没、浸入的例子.

例 2.4典范淹没与典范浸入
设m ⩾ n，则投影映射

π : Rm → Rn, (x1, · · · , xm) 7→ (x1, · · · , xn)
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2.3 正则值与 Sard定理

是淹没.
设m ⩽ n，则嵌入映射

ι : Rm → Rn, (x1, · · · , xm) 7→ (x1, · · · , xn, 0, · · · , 0)

是浸入.
事实上，任意淹没、浸入在局部来看都是典则淹没与典则浸入.

定理 2.3 (典范淹没定理)

♥

设 f :M → N 为 p处的淹没，则存在 p, f(p)处的坐标卡 (U, φ), (V, ψ)使得 f(U) ⊂ V 且

ψ ◦ f ◦ φ−1 = π|V .

定理 2.4 (典范浸入定理)

♥

设 f :M → N 为 p处的浸入，则存在 p, f(p)处的坐标卡 (U, φ), (V, ψ)使得 f(U) ⊂ V 且

ψ ◦ f ◦ φ−1 = ι|U .

我们不证明这两个定理，转而定义秩的概念，并证明更一般的常秩定理.

¶常秩定理

定义 2.6 (常秩映射)

♣

设 f :M → N 光滑，定义线性映射 dfp在 p ∈M 处的秩为 f 在 p处的秩.若存在 p的邻域 U 使得 f 在 U

上的秩为常数 r，则称 f 为 p处的常秩映射.

若 f 在 p处是淹没/浸入，则取坐标卡后 dfp 对应的 Jacobi矩阵有满满秩子阵，根据连续性，存在 p的邻域
U 使得对任意 x ∈ U，dfx 的该子阵都是满秩的，因此 f 在 p处是常秩映射.
例 2.5

容易验证，典范淹没与典范嵌入的复合 ι ◦ π是每一点的常秩映射，这可称为“典范常秩映射”.
对应欧氏空间中的线性映射，容易证明其微分还是自身，因此谈线性映射的秩时不会产生矛盾.
非常秩映射：考虑

f : R2 → R2, (x, y) 7→ (x2 − y2, 2xy),

则 Jf(x,y) =

(
2x −2y

2y 2x

)
，它在 (0, 0)处不是常秩映射（但在原点之外都是）.

借助欧氏空间中的常秩定理，可以证明流形上的常秩定理.

定理 2.5 (欧氏空间中的常秩定理)

♥

设 f : X ⊂ Rm → Rn 在 p附近秩恒为 r，则存在 p, f(p)附近的坐标卡 (U, φ), (V, ψ)使得

ψ ◦ f ◦ φ−1(x1, · · · , xm) = (x1, · · · , xr, 0, · · · , 0).

定理 2.6 (流形上的常秩定理)

♥

设 f :M → N 在 p附近秩恒为 r，则存在 p, f(p)附近的坐标卡 (U, φ), (V, ψ)使得

ψ ◦ f ◦ φ−1(x1, · · · , xm) = (x1, · · · , xr, 0, · · · , 0).

证明 取 p, f(p)附近的坐标卡 (U, φ), (V, ψ)使得 f(U) ⊂ V 且 f 在 U 上常秩，由于

d(ψ ◦ f ◦ φ−1)φ(x) = dψf(x) ◦ dfx ◦ dϕ−1
φ(x),

故 ψ ◦ f ◦ φ−1 : U → V 为常秩光滑映射，根据欧式空间的结论可得.
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2.3 正则值与 Sard定理

2.3 正则值与 Sard定理
本节将证明：对任意光滑映射 f :M → N，N 中“几乎所有点”都是 f 的正则值（例如测度意义下的全测

度集或 Baire纲意义下的剩余集）.

2.3.1 临界点与正则点

定义 2.7 (临界点/临界值/正则点/正则值)

♣

设 f :M → N 光滑，p ∈M, q ∈ N .
若 dfp : TpM → Tf(p)N 不是满射，则称 p为 f 的临界点.
若 p为临界点，则其像 f(p)称为 f 的临界值.
若 dfp : TpM → Tf(p)N 是满射，则称 p为 f 的正则点.
若 q不是 f 的临界值，则称之为 f 的正则值.

注根据定义，临界值是临界点的像，但正则值未必是正则点的像，例如
N\Im f 中的值都是正则值.
正则点的像也可能是临界值（例如它与某个临界点取相同值）.

另外根据典范浸入定理可知正则点集为开集，故临界点集 Crit(f)为闭集.
对于光滑函数的情形，临界点有我们熟悉的形式，它反映在欧氏空间中就是梯度为 0的点.

命题 2.8 (光滑函数的临界点)

♠

设 f : M → R为光滑函数，则 p ∈ M 为 f 的临界点当且仅当存在 p处的坐标卡 (U, φ) = (U, x1, · · · , xn)
使得 f 关于它的偏导数为 0，即

∂f

∂xj
(p) = 0, j = 1, · · · , n.

证明 dfp : TpM → Tf(p)R ∼= R不是满射当且仅当对任意Xp ∈ TpM 都有 dfp(Xp) = 0，即（回忆 TtR与 R的对
应）

dfp(∂i) = ∂xif |p =
∂(f ◦ φ−1)

∂ri
(φ(p)) = 0, i = 1, · · · , n.

特别地，紧流形上的光滑函数至少有两个临界点.
例 2.6

考虑 Sn 中的高度函数，则它的临界点只有南北极点，临界值只有 ±1.
若 f :M → N 为常值映射，或 dimM < dimN，则M 中任意点都是临界点，进而 f(M)中任意值都是临
界值.
设 Q = {r1, r2, · · · }，取 R上的鼓包函数 f0 使得

supp f0 ⊂ (−1/3, 1/3), f0|(− 1
4 ,

1
4 )

≡ 1,

构造函数

f(x) =

∞∑
k=1

rkf0(x− k)

则任意 k ∈ N都是它的临界点，进而其临界值集合包含 f(N) = Q，即其临界值集合可数稠密.
取 R上的非负非零光滑函数 f 使之在 Cantor集 C中恒为 0，在 [0, 1]\C中恒正（这是可以从 Cantor集构造
过程操作得到），考虑

g(x) =

∫ x

0

f(x)dx ∈ C∞(R),

则 g的临界点集等于 f 的零点集，因此包含 C，其临界值集是不可数的.
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2.3 正则值与 Sard定理

但不论如何，Sard定理将告诉我们，正则值始终“很多”（或者说临界值“很少”）.

2.3.2 Sard定理

¶流形上的零测集

为了描述集合的大小，一种方法是借助测度.Rn 中有 Lebesgue测度，因此我们的动机是借助局部欧将这一
概念迁移过来.但是要注意，测度是流形上的额外结构，直接利用局部欧迁移得到的“测度”不是良定的（因为
微分同胚不保证测度不变），但所幸我们只需要描述“很小”，因此只需迁移“零测”的概念即可.

定义 2.8 (Lebesgue零测集)

♣

称 U ⊂ Rn 为 Lebesgue零测集，若对任意 ε > 0，存在至多可数个矩形 Ui 使得

U ⊂
⋃
Ui,

∑
m(Ui) < ε.

注这里的矩形也可以换成开集.

引理 2.3 (光滑函数将零测集映为零测集)

♥
设 f : U → Rn 光滑，U 为 Rn 中的开集，则对任意零测集 A ⊂ U，m(f(U)) = 0.

注连续函数不具有这样的性质（例如 Cantor-Lebesgue函数），因此在拓扑流形上不能以同法迁移零测的概念.
证明 不妨设 A为包含于 U 的紧集（因为 A总能通过与球 B(0, R)作交，写成可数个这样的集合之并），则存在
开集W 使得W 为紧集，并且（这是 LCH空间中紧集与闭集的分离）

A ⊂W ⊂W ⊂ U,

W 为紧集说明存在M > 0，对任意 x, y ∈ W 都有 |f(x) − f(y)| < M |x − y|，进而存在M ′ > 0，对任意矩形
R ⊂W 都有m(f(R)) < M ′m(R)，对任意 ε > 0，设 A1, A2, · · · 是覆盖 A的矩形，则

m(f(A)) ⩽
∑
i

m(f(Ai)) ⩽M ′
∑
i

m(f(Ai)) < M ′ε,

因此m(f(A)) = 0.
注由于在欧氏空间中，因此过程“肆无忌惮”了些.

定义 2.9 (光滑流形上的零测集)

♣

设M 为光滑流形，A ⊂M，若对任意 p ∈ A，存在坐标卡 (U, φ)使得 φ(U ∩A)为零测集，则称 A为M

中的零测集.

¶Sard定理

与前面的许多定理一样，流形上的 Sard定理还是从欧氏空间情形得到的.

定理 2.7 (欧氏空间中的 Sard定理)

♥设 f : U → Rn 光滑，U 为 Rm 中的开集，则 f 的临界值集合是 N 中的零测集.

定理 2.8 (流形上的 Sard定理)

♥对任意光滑映射 f :M → N，f 的临界值集合是 N 中的零测集.

证明 设 f 临界值集为 C，则对任意 y = f(x) ∈ C（设 x ∈ Crit(f)），分别取 x, y 处的坐标卡 (U, φ), (V, ψ)

使得 f(U) ⊂ V，则 g = ψ ◦ f ◦ φ−1 : Rm → Rn 为光滑映射，并且 φ(x) 恰好是 g 的临界点，根据欧氏情形，
g(ψ(x)) ∈ Rn 处有零测开邻域 V ′，因此 φ(V ∩ φ−1(V ′)) ⊂ V ′ 为零测集，根据定义可知 C 为零测集.
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2.4 光滑子流形

¶Sard定理：Baire纲集版本

如果处理的流形不是有限维的，那么由于无穷维空间中不再有较好的 Lebesgue测度，因此没办法自然地刻
画“零测”.但我们的目的只是在于说明集合“很小”，并不一定要用测度来刻画.天无绝人之路，Baire纲集也可
以用来刻画集合的“大小”.

定义 2.10 (Baire纲集)

♣

设 X 为拓扑空间.
称可数个稠密开集的交为剩余集.
称剩余集的补集为第一纲集（即可数个闭疏集的并）.
称非第一纲集为第二纲集.

注在 Baire纲集的语言下，第一纲集表示“很小”的集合，反之剩余集表示“很大”的集合.
由于我们尚未定义无穷维流形，因此下面的讨论还是在有限维光滑流形上.

定理 2.9 (Sard定理：Baire纲集版本)

♥设 f :M → N 为光滑映射，则 f 的正则值集合是 N 中的剩余集.

证明 只需证明对任意 x ∈ Crit(f)，存在邻域 Ux 使得 f(Crit(f) ∩ Ux)是闭疏集，由于 Crit(f)可以被可数个
U1, U2, · · · 覆盖，因此临界值集合

f(Crit(f)) =
⋃
i

f(Crit(f) ∩ U i)

是第一纲集，故正则值集合是剩余集.
首先取 x的坐标邻域 Ux 使得 Ux 为紧集，则 Crit(f) ∩ Ux 是紧集，进而 f(Crit(f) ∩ Ux)是紧集，故为闭

集.其次，由 Sard定理可知 f(Crit(f) ∩ Ux) ⊂ f(Crit(f))为零测集，因此它是疏集，得证.

2.4 光滑子流形

2.4.1 光滑子流形

我们总是会考虑一个对象的子对象，对于光滑流形M，其结构是拓扑流形 +微分结构两部分，因此光滑子
流形 S 应当满足如下条件：

S 是M 的子集.
S 自身是 k ⩽ n维光滑流形.
S 的拓扑、光滑结构与M 的拓扑、光滑结构相容（即某种“限制”）.

因此可作如下定义：

定义 2.11 (光滑子流形)

♣

设M 为 n维光滑流形，S ⊂M .若对任意 p ∈ S，存在M 的坐标卡 (U, φ)使得

φ(U ∩ S) = Rk × {0} = {x ∈ φ(U) : xk+1 = · · · = xn = 0},

则称 S 为M 的 k维光滑子流形，称 codimS = n− k为其余维数.

注也就是说，光滑子流形是局部上由方程 xk+1 = · · · = xn = 0定义的子集（这里设 φ = (x1, · · · , xn)）.
例 2.7光滑映射的图是子流形 设 f :M → N 光滑，则其图 Γ(f)是M ×N 的光滑子流形.
对任意 (p, q) = (p, f(p)) ∈ Γ(f)，取 p, q处的坐标卡 (U, φ), (V, ψ)，并且记 x = φ(p), y = ψ(q)，考虑光滑映

射
Φ : Rm × Rn → Rm × Rn, (a, b) 7→ (a, b− ψ ◦ f ◦ φ−1(a)),
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易见 Φ是单射且是每一点的局部微分同胚，因此 Φ实际上是 Rm × Rn 到其像集的整体微分同胚，这就得到了
(p, q)在M ×N 中的坐标卡 (U × V,Φ ◦ (φ, ψ))，并且

(p, q) ∈ Γ(f) ∩ U × V ⇒ Φ(φ(p), ψ(q)) = (φ(p), 0),

因此 Γ(f)是M ×N 的光滑子流形.
注对于一般的连续映射，其图未必是乘积流形的光滑子流形.不过确实存在不光滑，但图是子流形的映射：考虑
f(x) = x1/3，它可以视为 x = y3 的图像，因此是 R2 的光滑子流形.
例 2.8球面 Sn 是 Rn+1 的光滑子流形，因为它局部是光滑函数的图.

下面我们具体讨论光滑子流形的拓扑、光滑结构，前者很简单，取子空间拓扑即可，而对于后者，需要讨论
子流形 S 的坐标卡.设 n ⩾ k且 π : Rn → Rk,  : Rk → Rn 分别为典范投影与嵌入.

命题 2.9 (子流形的光滑结构)

♠

设 S 是M 的光滑子流形，赋予子空间拓扑，则
1. 对于满足定义2.11的坐标卡 (U, φ)，记 X = U ∩ S, ψ = π ◦ φ|X，则有 S 上的坐标卡 (ψ,X, ψ(X)).
2. 这样的坐标卡两两相容，从而给出了 S 上的一个光滑结构.
3. 在如上光滑结构下，嵌入 ι : S ↪→M 是光滑浸入.

证明
1. ψ连续可逆，并且 ψ−1 = φ−1 ◦ 也连续，故 (ψ,X, ψ(X))是 S 上的坐标卡.
2. 转移映射

ψβ ◦ ψ−1
α = π ◦ (φβ ◦ φ−1

α ) ◦ 

光滑，因此这些坐标卡相容.
3. 注意到 φ ◦ ι ◦ ψ = ，故 ι : S ↪→M 是光滑浸入.
正如子空间拓扑可以视为一个使 ι : S → ι(S) ⊂ M 为同胚的拓扑，上面给出的光滑结构也可以视为使

ι : S → ι(S) ⊂M 为光滑浸入的结构.进一步，对任意 p ∈ S，dιp : TpS → TpM 是单射，因此可将Xp ∈ TpS与
X̃p = dιp(Xp) ∈ TpM 等同起来，二者有关系

X̃p(f) = dιp(Xp)(f) = Xp(f ◦ ι) = Xp(f |S),

也就是说可以将 TpS 视为 TpM 的子空间 dιp(TpS)，一个自然的问题是，TpM 中的哪些向量在 TpS 中（在这种
意义下）？

命题 2.10 (光滑子流形的切空间)

♠

设 S ⊂M 为光滑子流形，p ∈ S，则

TpS = {Xp ∈ TpM : Xp(f) = 0, ∀f ∈ C∞(M), f |S = 0}.

证明 一方面若 Xp ∈ TpS，则对任意 f ∈ C∞(M), f |S = 0，都有 X̃p(f) = Xp(f |S) = 0.
另一方面，取 p ∈M 的满足2.11的坐标卡 (U, φ)，则

TpM = Span(∂1, · · · , ∂n), TpS = Span(∂1, · · · , ∂k),

因此 Xp =
∑
iX

i∂i ∈ TpS 当且仅当 Xk+1 = · · · = Xn = 0.
设 Xp ∈ TpM 使得对任意 f ∈ C∞(M), f |S = 0都有 Xp(f) = 0，取鼓包函数 h使得它在 p附近恒为 1，对

任意 j > k，设 fj(x) = h(x)rj ◦ φ(x) ∈ C∞(M)，则 fj |S = 0，计算其偏导数可得

∂i(fj) =
∂(h(φ−1(x))rj(x))

∂ri
(φ(p)) = δij ,

因此
0 = Xp(fj) =

∑
i

Xi∂i(fj) = Xj ⇒ Xp ∈ TpS.
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2.4.2 作为原像与像集的光滑子流形

¶作为水平集的光滑子流形

水平集指映射 f :M → N 在某个 q ∈ N 处的原像集 f−1(q)，例如球面 S2就是函数 f(x, y, z) = x2+y2+z2

的水平集 f−1(1).
例 2.9考虑映射 f : R2 → R, (x, y) 7→ x2 − y2，则当 t 6= 0时，f−1(t)是 R2 的光滑子流形，但 f−1(0)是两条相
交直线（它甚至不是拓扑流形），这实际上是因为 df(x,y) = (2x,−2y)，当 (x, y) 6= (0, 0)时可使用隐函数定理.

上面的例子表明，在正则值附近可以使用隐函数定理，因此正则值的水平集有比较好的性质.

定理 2.10 (正则水平集定理)

♥

设 f : M → N 光滑，q ∈ N 是 f 的正则值，则 f−1(q)是M 的 dimM − dimN 维子流形，此外对任意
p ∈ f−1(q)有

Tpf
−1(q) = Ker (dfp : TpM → TpN).

进一步借助 Sard定理可知，这样的光滑子流形有很多.

推论 2.4

♥

设 f : M → N 光滑，只要 f(M)在 N 中不是零测集，则对几乎所有 q ∈ f(M)，其原像 f−1(q)都是M

的光滑子流形.

考虑一个与上例相似的例子：
例 2.10考虑 g : R2 → R2, (x, y) 7→ (x2 − y2, 0)，此时 g−1((t, 0))为 R2 的光滑子流形当且仅当 t = 0，不过这时
g的像集是零测集，并且 g无正则点，这与上例的差别在于，在任意 p ∈ g−1((t, 0))（t 6= 0）附近，g都是常秩
映射，而在原点附近则不然.

借助这种观察（推广），可以证明一个比正则水平集定理更强的命题.

定理 2.11 (常秩水平集定理)

♥

设 f :M → N 光滑，q ∈ N，若 f 在 f−1(q)的某个邻域内有常秩 r，则水平集 f−1(q)是M 的余维数为
r的光滑子流形，并且对任意 p ∈ f−1(q)有

Tpf
−1(q) = Ker (dfp : TpM → TqN).

证明 根据常秩定理，存在 p, q处坐标卡 (U, φ), (V, ψ)使得（不妨设 φ(p) = 0, ψ(q) = 0）

ψ ◦ f ◦ φ−1 : Rm → Rn, (x1, · · · , xm) 7→ (x1, · · · , xr, 0, · · · , 0),

因此 φ ◦ f−1 ◦ ψ−1(0, · · · , 0) = (0, · · · , 0, xr+1, · · · , xm)，说明 φ(U ∩ f−1(q)) = {(0, · · · , 0, xr+1, · · · , xm)}，即
f−1(q)为是M 的余维数为 r的子流形.

记 S = f−1(q)，下面计算 TpS，设 ι : S ↪→M，则对任意 p ∈ S 有 f ◦ ι(p) = q，因此

dfp ◦ dιp = 0 ⇒ TpS ⊂ Ker dfp,

由 dimTpS = dimS = m− r可得

dimKer dfp = dimKer (dψf(p) ◦ dfp ◦ dφ−1
ϕ(p)) = m− r,

比较维数可得 Tpf
−1(q) = Ker dfp.

例 2.11
1是 f(x) = x21 + · · ·+ x2n+1 的正则值，因此 Sn 是 Rn+1 的光滑子流形.
SLn(R), On(R)都是 GLn(R)的光滑子流形.
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2.4 光滑子流形

¶作为像集的光滑子流形

根据前文，任何光滑子流形 S ⊂M 都是光滑浸入 ι : S ↪→M 的像，那么是否所有光滑浸入的像都是光滑子
流形呢？根据典范浸入定理，对于浸入映射 f :M → N，在任意 p ∈M 局部，都存在邻域使得 f(U)是 N 的光
滑子流形，不过整个像集 f(M)未必是 N 的光滑子流形，例如下图

图 2.1: 两个浸入

其中第一个不是单射，第二个像集作为子空间拓扑与原像 R上的拓扑不同.
例 2.12考虑一个更复杂的例子，映射

f : R → T2 = S1 × S1, t 7→ (eit, e
√
2it)

是浸入，但其像是 T2 上的一条“稠密曲线”.
在考虑 f :M → N 像集 f(M)时，有两种最自然的拓扑：从 N 继承来的子空间拓扑、从M 继承来的 f 的

余诱导拓扑（类比商拓扑），在前一种拓扑下，前面的例子不是流形，而在后一种拓扑下，f(M)自身确实是一
个光滑流形（对于单射 f :M → N 的余诱导拓扑，U = f−1(f(U))，因此 U 为M 中的开集当且仅当 f(U)为余
诱导拓扑下 f(M)中的开集，因此 f 将M 的拓扑“迁移”了过去，因此易得 f(M)也是流形，其上的相容坐标
卡给出了微分结构）.

定义 2.12 (浸入子流形)

♣
设 f :M → N 为单射浸入，则称 f(M)为由 f 给出的浸入子流形.

注为了区分浸入子流形与定义2.11中的光滑子流形，后者被称为“嵌入子流形”.

¶嵌入子流形与浸入子流形

嵌入子流形与浸入子流形的差别就在于像集的拓扑结构，对于前者，ι : S ↪→ M 不仅是单射浸入，还是 S

到 ι(S)的同胚（赋靶流形的子空间拓扑）.

定义 2.13 (嵌入映射)

♣
设 f :M → N 为浸入，若 f 是M 与 f(M)（赋 N 的子空间拓扑）间的同胚，则称 f 为嵌入映射.

注这种定义与我们常称的“嵌入”并不矛盾.
根据定义，每个光滑子流形都是某个嵌入映射的像，反过来给出一个嵌入 f（如上定义），也可以证明其像

是光滑子流形（即嵌入子流形）.

命题 2.11 (嵌入子流形 =嵌入映射的像)

♠
设 f :M → N 为嵌入，则 f(M)是 N 的光滑子流形.

证明 设 p ∈M, q = f(p)，根据典范浸入定理，存在 p, q处的坐标卡 (U, φ), (V, ψ)使得 ψ ◦ f ◦ φ−1 = （即典范
嵌入），在 U 上有 ψ ◦ f =  ◦ φ，f :M → f(M)为同胚说明 f(U)为 f(M)中的相对开集，即存在 N 中的开集
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2.4 光滑子流形

X 使得 f(U) = f(M) ∩X，不妨设一开始的坐标邻域 V ⊂ X（否则取交即可），则此时 V ∩ f(M) = V ∩ f(U)，
依然考虑 q处的坐标卡 (V, ψ)则有

ψ(V ∩ f(M)) = ψ(V ∩ f(U)) = ψ(f(U)) = ι(φ(U)) = Rm × {0},

因此 f(M)为 N 的光滑子流形.
简言之，浸入与嵌入的区别在于：
对于浸入 f :M → N，任意 p ∈M 有一个M 中的邻域，其像在 N 中是“好的”.
对于嵌入 f :M → N，任意 q ∈ f(M)有一个 N 中的邻域，使得像集 f(M)在该邻域中是“好的”.
接下来我们自然会关心，一个浸入何时是一个嵌入？下面的命题给出了一些初步的结果.

命题 2.12 (紧流形上的单浸入是嵌入)

♠若 f :M → N 为单浸入，M 为紧流形，则 f 是嵌入.

证明 只需证明 f−1 : f(M) →M 连续，设 A ⊂M 闭，则M 紧说明 A紧，因此 f(A)紧，N 是 Hausdorff空间
说明 f(A)闭，故 f−1 连续.
事实上，上面的证明中只有说明 f(A)紧用到了M 的紧性，因此命题对于M 非紧，f 逆紧的情形也成立.

命题 2.13 (单浸入 +逆紧 =嵌入)

♠若 f :M → N 为逆紧单浸入，则 f 是嵌入.

注特别当M 紧时，所有连续映射都是逆紧映射，因此逆紧映射也常作为空间紧性的代餐.
最后给出一个好用的命题.

命题 2.14 (光滑映射在子流形上的限制)

♠

设 f :M → N 光滑，ι : X →M 为光滑子流形，Y 为N 的光滑子流形且 f(X) ⊂ Y，则 f̃ = f ◦ ι : X → Y

光滑，并且当 f 是浸入时，f̃ 也是浸入.

注特别若 f :M → N 光滑，X, f(X)都是光滑子流形，则 f̃ : X → f(X)光滑.
证明 任取 p ∈ X，则 f(p) ∈ Y ⊂ N，取 f(p)在 N 中的坐标卡 (V, ψ) = (V, y1, · · · , yn)使得

ψ(V ∩ Y ) = {x ∈ ψ(V ) : xr+1 = · · · = xn = 0},

记ψV = (y1, · · · , yr)，则 (ψV , V ∩Y, ψV (V ∩Y ))是 f(p)在 Y 中的坐标卡，取 p的邻域U ⊂ X使得 f(U) ⊂ V ∩S，
则在 U 上有 ψ ◦f = (y1 ◦f, · · · , yr ◦f, 0, · · · , 0)，这说明 yi ◦f 均光滑，而在 U 上有 ψV ◦ f̃ = (y1 ◦f, · · · , yr ◦f)，
因此 f̃ 光滑.
进一步对任意 p ∈ X 有 df̃p = dfp ◦ dιp，由于 ι为浸入，因此当 f 为浸入时 f̃ 也是浸入.

¶Whitney嵌入定理

历史上有两种流形的定义：Poincaré给出的外蕴定义（即欧氏空间中满足特定条件的点集）和Weyl给出的
内蕴定义（即局部坐标卡粘合成的对象）.后来Whitney证明了这两种定义是等价的，甚至有更强的结果：任意
光滑流形都能嵌入到某个欧氏空间，并且其维数只要是流形维数的两倍左右就够了.

定理 2.12 (Whitney嵌入/浸入定理)

♥

任意m维光滑流形都能被嵌入到 R2m+1 中.
任意m维光滑流形都能被浸入到 R2m 中.

注这里的“浸入到”并不意味着它是一个浸入子流形，因为浸入未必是单射.
证明 见附录.
通过使用不同的技术，Whitney在 1944年证明了更强的结果：
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2.5 Sard定理的应用

定理 2.13 (强Whitney嵌入/浸入定理)

♥任意m ⩾ 2维光滑流形都能被嵌入到 R2m 中，且能被浸入到 R2m−1 中.

注意到二维流形 RP2，Klein瓶不能被嵌入到 R3中，因此强Whitney定理的维数是最佳的.而后人们得到了
更多相关结果，例如：

任意光滑紧致可定向m维流形能被嵌入到 R2m−1 中.
对于m 6= 2k，任意光滑m维流形能被嵌入到R2m−1中；一般地，任意光滑m维流形能被嵌入到R2m−a(m)

中，其中 a(m)是m的二进制表示中 1的个数.

2.5 Sard定理的应用

2.5.1 Whitney逼近定理

在前文中，我们借助单位分解证明了流形上光滑函数的Whitney逼近定理（甚至是更强的定理1.9），下面我
们将讨论如何通过流形间的光滑映射逼近连续映射.

¶广义反函数定理

对于光滑映射 f : M → N，若 dfp 是线性同构，则 f 是 p处的局部微分同胚，即 f 将 p的某个邻域微分同
胚到 f(p)的邻域.事实上，对于子流形 X ⊂M，在一定条件下可以将 X 的邻域微分同胚到 f(X)的某个邻域.

定理 2.14 (广义反函数定理：紧子流形情形)

♥

设 f :M → N 光滑，X 是M 的光滑紧子流形，f |X 是单射，若对任意 x ∈ X，dfx : TxM → Tf(x)N 都
是线性同构，则存在 X 在M 中的邻域 U 以及 f(X)在 N 中的邻域 V 使得 f : U → V 为微分同胚.

证明 根据反函数定理，f 是任意 x ∈ X 处的局部微分同胚，因此只需证明 f 在 X 的某个邻域中是单射.根据
Whitney嵌入定理，可以将M 嵌入到 RK 中，并且考虑 ε-邻域

Xε = {x ∈M : d(x,X) < ε},

X 为闭集（Hausdorff空间的紧子集）说明X =
⋂
k>0X

1/k，若不存在使 f 为单射的邻域，则它在每个X1/k 上
都不是单射，即存在 ak 6= bk ∈ X1/k 使得 f(ak) = f(bk)，根据 RK 的列紧性，{ak}, {bk}有同一收敛子列（这
是可以做到的），并且极限点满足 a∞, b∞ ∈ X, f(a∞) = f(b∞)，由 f 在 X 的单射可知 a∞ = b∞，但根据前面
的逼近点列可知 f 在 a∞ 的任意邻域中都不是单射，与一开始的讨论矛盾.

注意上面的证明并没有用到 X 的子流形条件，只需要它是M 的紧子集，因此定理有更强的版本：

定理 2.15 (广义反函数定理：紧集情形)

♥

设 f :M → N 光滑，X 是M 的紧子集，f |X 是单射，若对任意 x ∈ X，dfx : TxM → Tf(x)N 都是线性
同构，则存在 X 在M 中的邻域 U 以及 f(X)在 N 中的邻域 V 使得 f : U → V 为微分同胚.

当X 非紧时，仅假设 f |X 为单射是不够的，原因在于 f(X)未必是N 的子流形（回忆紧流形上的单浸入是
嵌入）.
例 2.13考虑覆叠映射

f : R2 → T2, (s, t) 7→ (eis, eit),

f 在每一点都是局部微分同胚，但取X = {(t,
√
2t) : t ∈ R}可知 f |X 为单射，但不存在X 的邻域 U 和 f(X)的

邻域 V 使得 f : U → V 为微分同胚.
所幸只要满足这一条件，还是有相同的结论.
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定理 2.16 (广义反函数定理：一般情形)

♥

设 f : M → N 光滑，X, f(X) 分别是 M,N 的光滑子流形，f |X : X → f(X) 是微分同胚. 若对任意
x ∈ X，dfx : TxM → Tf(x)N 都是线性同构，则存在X 在M 中的邻域 U 以及 f(X)在N 中的邻域 V 使
得 f : U → V 为微分同胚.

证明 设 X 非紧，证明思路是将其分解为可数个“紧带状集合”的并，化归到紧流形的情形.取 f(X)上的正光
滑穷竭函数 g，可得分解

f(X) =

∞⋃
k=1

g−1([k, k + 1]) =

∞⋃
k=1

Kk,

其中每个Kk 为紧集，f |X : X → f(X)为微分同胚说明有分解

X =

∞⋃
k=1

f |−1
X (Kk) =

∞⋃
k=1

Jk,

其中每个 Jk 也是紧集.根据紧子集情形，存在 Jk−1 ∪ Jk ∪ Jk+1 的开邻域 Ũk 使得 f 在其上为微分同胚.另外通
过将 N 嵌入到 RK 可证

dk := d(Kk,
⋃

j>k+1

Kj) = d(g−1([k, k + 1]), g−1([k + 2,∞))) > 0.

取递减正数列 {εn}使得每个 εn < dn/2，则只要 |l − k| > 1就有Kεk
k ∩Kεl

l = ∅，令

Uk = Ũk−1 ∩ Ũk ∩ Ũk+1 ∩ f−1(Kεk
k ),

则 Uk 是 Jk 的开邻域，Vk = f(Uk) 是 Kk 的开邻域，并且 f |Uk
: Uk → Vk 为微分同胚，此外根据定义可知

Uk−1 ∪ Uk ∪ Uk+1 ⊂ Ũk.定义

U =

∞⋃
k=1

Uk, V =

∞⋃
k=1

Vk,

则 U, V 分别是 X, f(X)的开邻域，并且 f |U 是每一点的局部微分同胚，设 x, y ∈ U 使得 f(x) = f(y)，则存在
k使得 f(x) = f(y) ∈ Vk ⊂ Kεk

k , x, y ∈ f−1(Kεk
k )，因此 x, y ∈ Uk−1 ∪ Uk ∪ Uk+1 ⊂ Ũk，f 为 Ũk 上的微分同胚

说明 x = y，因此 f 为 U 上的微分同胚.

¶管状邻域

设X是嵌入到RK的 r维子流形，则可以借助RK的内积结构定义“垂直方向”，即将 TxX视为 TxRK ∼= RK

的 r维子空间
TxX ∼= dιx(TxX) ⩽ TxRK ∼= RK ,

取法空间Nx(X,RK)为 TxX 在 RK 中的正交补，则它是K − r维子空间，仿照切丛，将这些法空间集合起来可
得法丛

N(X,RK) = {(x, v) : x ∈ X, v ∈ Nx(X,RK)} ⊂ TRK ,

进一步取 RK 中与 X 相容的坐标卡可以证明：

命题 2.15 (法丛的光滑结构)

♠
N(X,RK)是 TRK ∼= RK × RK 的K 维光滑子流形，并且典范投影 π : N(X,RK) → X 是淹没.

证明 对任意 (p, v) ∈ N(X,RK)，我们将给出它在 R2K 中的一个坐标卡，再验证定义2.11的条件.
设 (p, v) ∈ TRK，取 p ∈ RK 的坐标卡 (U, φ) = (U, x1, · · · , xK)使得 (φU , U ∩ S)是 p ∈ X 的坐标卡，对任

意 x ∈ U，∂i|x = (dφx)
−1(∂ri |ϕ(x)), 1 ⩽ i ⩽ K 构成了 TxRK 的一组基（内积也可以迁移过来，即一组正交基），
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设 ∂i|x =
∑K
j=1 aij(x)∂xj |x（左右都是一组基，转移矩阵可逆），定义光滑映射

Φ : U × RK → R2K , (x, v) 7→ (x1(x), · · · , xK(x), 〈v, ∂1|x〉, · · · , 〈v, ∂K |x〉),

其微分（Jacobi矩阵）为

dΦ(x,v) =

(
(dφx)K×K 0

∗ (aij(x))K×K

)
,

因此它在任意 (x, v)处都是局部微分同胚，若Φ(x, v) = Φ(x′, v′)则 x = x′，在 TxRK 中，根据正交性可知 v = v′，
因此 Φ是 U × RK 上的一个坐标映射.
根据 X 的维数可知 ∂x1 |p, · · · , ∂xr |p 是 TpX 的一组基，因此 (p, v) ∈ N(X,RK) ∩ (U × RK)当且仅当

xr+1 = · · · = xK = 〈v, ∂1|x〉 = · · · = 〈v, ∂r|x〉 = 0,

因此 N(X,RK)是子流形.此外典范投影显然是淹没.

定义 2.14 (欧氏空间子流形的法丛)

♣
上面的 N(X,RK)称为 X 在 RK 中的法丛.

进一步可以证明，欧氏子流形具有较好的“管状邻域”.

定义 2.15 (欧氏子流形的管状邻域)

♣

设 X 是 RK 的光滑子流形，若存在 X 在 N(X,RK)、X 在 RK 中的邻域 U, V 以及微分同胚 f : U → V

使得 f |X = Id|X，则称 (f, V, U)（或直接称 V）为 X 的一个管状邻域.

注这里实际上将 X 等同于 X × {0}，嵌入到 N(X,RK)中.

定理 2.17 (欧氏子流形的管状邻域定理)

♥RK 的任意光滑子流形 X 都有管状邻域.

证明 考虑光滑映射（光滑性原因类似命题2.14，并且它具有一定的线性性，微分还是自身）

h : N(X,RK) → RK , (x, v) 7→ x+ v,

则对任意 (x, 0) ∈ N(X,RK)，dh(x,0) 将 T(x,0)(X × {0}) ⊂ T(x,0)N(X,RK)双射地映为 TxX ⊂ TxRK，并且将
T(x,0)({x} ×Nx(X,RK))双射地映为 Nx(X,RK)，因此 dh(x,0)可逆，另一方面 h将X × {0} ⊂ N(X,RK)微分
同胚地映为X ⊂ RK，根据广义反函数定理，h将X × {0}在 N(X,RK)中的某个邻域 U 微分同胚地映为X 在
RK 的邻域 V .
借助欧氏空间的度量结构，可以具体解释“管状”的含义.

定理 2.18 (ε-邻域定理)

♥

对 RK 的任意光滑子流形 X，存在正值连续函数 ε : X → R+，使得 X 的 ε-邻域

Xε := {y ∈ RK : ∃x ∈ X, |y − x| < ε(x)}

满足
1. 对任意 y ∈ Xε，在 X 中存在唯一一个距离 y最近的点 πε(y).
2. 映射 πε : X

ε → X, y 7→ πε(y)是淹没.

证明 令 h,U, V 如上一定理所述，定义连续正值函数

ε(x) = sup{r ⩽ 1 : Br(x) ⊂ V },

则 Xε ⊂ V 是开子流形，考虑光滑映射

πε : X
ε → X, y 7→ πε(y) = π ◦ h−1(y),
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π为淹没而 h−1 为微分同胚说明 πε 是淹没，下证 πε(y)是 X 中唯一离 y最近的点.令 z ∈ X 是这样一个点，则
B(y, |y − z|)在 z处与 X 相切，因此 y − z ∈ Nz(X,RK)，由此可得

y = z + (y − z) = h(z, y − z),

即 πε(y) = z.

¶Whitney逼近定理

借助 ε邻域定理可以证明另一个Whitney逼近定理.

定理 2.19 (Whitney逼近定理)

♥

设M,N 为光滑流形，g :M → N 连续，则存在同伦于 g的光滑映射 f .若 g还在闭集 A上光滑，则可使
f |A = g|A.

证明 将 N 嵌入 RK，则存在连续函数 ε : N → R+ 使得任意 y ∈ Nε 有唯一最近点 πε(y) ∈ N，将 g视为M 到
RK 的连续映射，令 ε̄ = ε ◦ g，则由定理1.9可得光滑函数 f̃ :M → RK 使得

|f̃(x)− g(x)| < ε̄(x), ∀x ∈M,

因此 f̃(x) ∈ B(g(x), ε(g(x))) ⊂ Nε，这说明（凸性）

(1− t)g(x) + tf̃(x) ∈ B(g(x), ε(g(x))) ⊂ Nε, ∀0 ⩽ t ⩽ 1.

定义
F :M × I → N, (x, t) 7→ πε((1− t)g(x) + tf̃),

则 F 是连续映射 g 到光滑映射 f = F (−, 1) = πε ◦ f̃ : M → N 的同伦.特别当 g 在 A上光滑时，一开始可取 f̃

使得 f̃ |A = g|A，根据 F 的定义可知 f |A = g|A.
借助Whitney逼近定理可以说明，同伦与光滑同伦是等价的.

定理 2.20 (同伦 =光滑同伦)

♥
若 f0, f1 ∈ C∞(M,N)同伦，则它们光滑同伦.

证明 设 F :M × I → N 为连接两者的同伦，定义延拓

F̃ (x, t) =

F (x, 0), t ⩽ 0,

F (x, 1), t ⩾ 1,

则 F̃ : M × R → N 连续，在闭集M × {0, 1}上光滑，根据Whitney逼近定理，存在光滑映射 F : M × R → N

使得在M × {0, 1}上有 F = F̃，因此 F 就是连接 f0, f1 的光滑同伦.

2.5.2 横截性

¶映射与子流形横截相交

设 f :M → N 光滑，一个问题是对于子流形 X ⊂ N，f−1(X)何时为M 的子流形？
对此局部考虑，设 p ∈ f−1(q) ⊂ f−1(X)，只需在 p附近存在一个邻域 U 使得 U ∩ f−1(X)为M 的光滑子

流形，再往局部走一步：q ∈ X 说明存在邻域 V 及光滑映射

g : V → Rr, r = codimX = dimN − dimX

使得 g−1(0) = X ∩ V，因此 p ∈ f−1(X ∩ V ) = (g ◦ f)−1(0)，若 p为 g ◦ f :M → Rr 的正则值，则必然存在一
个好的邻域，这当且仅当 d(g ◦ f)p = dgq ◦ dfp为满射，由于 dgq 为满射且 kerdgq = TqX，因此 dgq ◦ dfp满当且
仅当 Im dfp + TqX = TqN，这时由于一个线性代数的引理：
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引理 2.4

♥
设线性映射 L : V →W 为满射，V1 ⩽ V，则 L(V1) =W 当且仅当 V1 +KerL = V .

由此可以给出横截相交的定义.

定义 2.16 (横截相交)

♣

设 f :M → N 光滑，X ⊂ N 为光滑子流形，若对任意 p ∈M 有

Im dfp + Tf(p)X = Tf(p)N,

则称 f 与 X 横截相交，记为 f ⋔ X .

命题 2.16

♠若 f :M → N 为淹没，则 f 与 N 的任意光滑子流形都横截相交.

定理 2.21 (横截相交⇒原像为子流形)

♥

设 f :M → N光滑，X ⊂ N为光滑子流形，且 f ⋔ X，则 f−1(X)为M的光滑子流形，且 codim f−1(X) =

codimX 以及
Tpf

−1(X) = df−1
p (Tf(p)X).

证明 计算得到
dim f−1(X) = dimM − l = dimM − dimN + dimX,

因此 codimX = codim f−1(X)，进一步由正则水平集定理可得

Tpf
−1(X) = Ker d(g ◦ f)p = df−1

p (dg−1
f(p)(0)) = df−1

p (Tf(p)X)

.

¶两个子流形的横截相交

借助横截相交也可也讨论另一个问题：子流形的交是否为子流形？

定义 2.17 (横截相交)

♣

设 X1, X2 为M 的光滑子流形，若对任意 p ∈ X1 ∩X2 有 TpX1 + TpX2 = TpM，则称 X1, X2 横截相交，
记作 X1 ⋔ X2.

注若设 ι : X1 ↪→M，则 X1 ⋔ X2 当且仅当 ι ⋔ X2.

推论 2.5 (子流形的交)

♥

设 X1, X2 为 M 中两个横截相交的子流形，则 X1 ∩ X2 为 M 的光滑子流形，并且 codimX1 ∩ X2 =

codimX1 + codimX2，对任意 p ∈ X1 ∩X2 有

Tp(X1 ∩X2) = TpX1 ∩ TpX2.

注这实际上是说在交点处，定义 X1, X2 的方程组足够“无关”，从而可以合并定义余维数更高的子流形.
证明 注意到一方面 dimX1 − dimX1 ∩X2 = dimX − dimX2，另一方面 dι−1

p (TpX2) = TpX1 ∩ TpX2.
例 2.14七维怪球 在 C5\{0}中考虑子流形

N1 = {z21 + z22 + z23 + z34 + z6k−1
5 = 0},

N2 = {|z1|2 + |z2|2 + |z3|2 + |z4|2 + |z5|2 = 1},
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则 N1 ⋔ N2（二者的余维数分别为 2, 1），并且 N1 ⋔ N2 同胚于 S7，对于 k = 1, 2, · · · , 28，它给出了 S7 上所有
的光滑结构.

¶两个映射的横截相交

定义 2.18 (横截相交)

♣

设 f1 : M1 → N, f2 : M2 → N 光滑，若 f1 × f2 : M1 ×M2 → N ×N 与对角线 ∆N（这是一个光滑子流
形）横截相交，则称 f1, f2 横截相交，记作 f1 ⋔ f2

注
特别地，子流形 X1, X2 横截相交当且仅当其对应的嵌入映射横截相交.
映射横截相交有一个等价定义：Im dFx + Im dGy = TpN，对任意 x ∈M1, y ∈M2, F (x) = G(y) = p.

推论 2.6 (纤维积)

♥

若 f1 ⋔ f2，则纤维积 F = (f1 × f2)
−1(∆N )为M1 ×M2 的子流形，并且

T(p1,p2)F = {(X1, X2) : Xi ∈ TpiMi, (df1)p1(X1) = (df2)p2(X2)}.

注事实上，这里的纤维积满足泛性质.

¶横截相交的广泛存在性

定理 2.22 (横截性定理)

♥

设 F : S ×M → N 光滑，X ⊂ N 为光滑子流形，记

fs :M → N, fs(p) = F (s, p),

若 F ⋔ X，则对于投影映射 π : F−1(X) → S 的每个正则值 s ∈ S 都有 fs ⋔ X .

注特别地，根据 Sard定理，对几乎所有 s ∈ S 都有 fs ⋔ X .

推论 2.7

♥

给定光滑映射 f :M → RK 以及光滑子流形 X ⊂ RK，对于几乎所有 v ∈ RK，v-平移

fv :M → RK , p 7→ fv(p) = f(p) + v

与 X 横截相交.

若取 f 为嵌入可得

推论 2.8 (一般位置引理)

♥令M,N 为 RK 的光滑子流形，则对几乎所有 a ∈ RK，M + a ⋔ N .

定理 2.23 (同伦横截性定理)

♥

若 f :M → N 光滑，Y ⊂ N 为光滑子流形，则 f 同伦于某个与 Y 横截相交的光滑映射 g :M → N，进
一步若 X ⊂M 是闭子流形且 f |X ⋔ Y，则可取 g使得 g|X = f |X .

推论 2.9
设M 为m维连通光滑流形.

若 S ⊂M 为维数 k ⩽ m− 2的光滑子流形，则M\S 连通.
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♥
若 S ⊂M 为维数 k ⩽ m− 3的光滑子流形，则 π1(M) = π1(M\S).
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第 3章 光滑向量场

3.1 向量丛

定义 3.1 (向量丛)

♣

设 E,M 为拓扑空间，π : E →M 连续，满足
1. 对任意 p ∈M，其纤维 π−1({p}) = Ep 是向量空间.
2. 局部平凡性：对任意 p ∈M，存在平凡开邻域 U 以及同胚 φ : π−1(U) → U ×Rr，使得对任意 q ∈ U

有线性空间同构 φ|π−1(q) : Eq → {q} × Rr，其中 φ称为局部平凡映射化映射.
则称 (E, π,M)为M 上的一个 r维向量丛（r也称为向量丛的秩），可简称 E 为向量丛.特别当 E,M 为
光滑流形，π, φ都可取为微分同胚时，称之为光滑向量丛.

注后文“向量丛”一般指“光滑向量丛”；向量丛中M 称为底空间，E 称为全空间.
对于向量丛中的两个平凡开邻域 Uα, Uβ（不妨设相交非空），则有转移映射

φαβ = φβ ◦ φ−1
α : Uαβ × Rk → Uαβ × Rk, (x, v) 7→ (x, gαβ(x)(v)),

其中 gαβ : Uαβ → GL(k,R)光滑，它满足

gαα = Id, gβγgαβ = gαγ ,

反之给定M 的一个开覆盖 {Uα}以及满足上述 cocycle条件的光滑映射 {gαβ}，可以构造出M 上的一个光滑向
量丛

E =
∐
α

(Uα × Rk)/ ∼,

其中 (x, v) ∈ Uα × Rk 与 (y, u) ∈ Uβ × Rk 等价当且仅当 x, y ∈ Uαβ 且 v = gαβ(x)(u).
例 3.1

对于流形M，考虑投影映射 π : E ×Rr，则容易验证 (E ×Rr, π)是M 上的 r维光滑向量丛，这是一个简
单而直接的例子，一般称为平凡向量丛（包括与之同构的丛），另一方面，平凡丛由 gαβ ≡ Id给出.
对于向量丛 (E, π,M)以及M 的子流形 S，有自然的向量丛结构 (π−1(S), π|π−1(S), S)，可以视为 (E, π,M)

在 S 上的限制.
设 {(Uα, ϕα)}为M 的坐标卡，取 gαβ(x) = d(ϕαβ)x 可以给出M 上的切丛，另一方面，切丛也可视作将
光滑流形上每一点的切空间“并置”得到向量丛.
考虑 E = I × R/((0, t) ∼ (1,−t))，则有光滑向量丛结构

π : E → S1, [(s, t)] 7→ e2πis,

设 U1 = S1\{+1}, U2 = S1\{−1}，则

π−1(U1) = {[(s, t)] : s ∈ (0, 1), t ∈ R},

π−1(U2) = {[(s, t)] : s ∈ [0, 1/2) ∪ (1/2, 1]},

因此有局部平凡化

φ1 : π−1(U1) → U1 × R, [(s, t)] 7→ (e2πis, t),

φ2 : π−1(U2) → U2 × R, [(s, t)] 7→

(e2πis, t), s ∈ [0, 1/2),

(e2πis,−t), s ∈ (1/2, 1],



3.1 向量丛

并且可以写出转移映射为

φ12 : U12 × R → U12 × R, (e2πis, t) 7→

(e2πis, t), s ∈ (0, 1/2),

(e2πis,−t), s ∈ (1/2, 1).

E 称为Mobius丛.

命题 3.1

♠S1 上的光滑向量丛（在同构意义下）只有平凡丛和Mobius丛.

定义 3.2 (子向量丛)

♣

设 π : E →M 为向量丛，若 E 的子流形 F 满足 π|F : F →M 依然为M 上的向量丛，则称 F 为 E 的子
向量从.

¶向量丛的运算

定义 3.3 (丛映射)

♣

设 (E, πE ,M), (F, πF , N)为两个向量丛，称一对光滑映射 (f, f̃)为（光滑）向量丛映射，若
πF ◦ f̃ = f ◦ πF，或者说满足如下交换图

E F

M N

πE

f̃

πF

f

对任意 p ∈M，f̃ : Ep → Ff(p) 为线性映射.

注容易验证，光滑向量丛与丛映射构成一个范畴.
对于向量丛

定义 3.4 (向量丛的直和（Whitney sum）)

♣

设E1, E2为M上的向量丛，转移映射分别为 {g1αβ}, {g2αβ}，称由 {gα = diag(g1αβ , g
2
αβ)}给出的丛为E1, E2

的直和，记为 E1 ⊕ E2.

注记 F = E1 ⊕E2，则显然 dimF = dimE1 + dimE2（作为向量丛），在每个纤维上有 Fx = E1x ⊕E2x，进一
步可以定义有限直和.事实上，上面给出的直和就是向量丛范畴中的“直和”.

定义 3.5 (向量丛的商)

♣

设 E,F 为M 上的向量丛，F 为 E 的子丛，称 E/F 为它们的商，其转移映射由 E 上的转移映射自然诱
导.

定义 3.6 (向量丛的拉回)

♣

设 f : N →M 光滑，π : E →M 为向量丛，称拉回流形 f−1E 为 N 上 f 的拉回丛，即满足如下交换图

f−1E E

N M

π

f

其中 f−1E = {(x, y) ∈ N × E|f(x) = π(y)}.

注 f−1E 上有 N 上向量丛的结构，若设 E 上转移映射为 {gαβ on Uαβ}，则它可以视作由 {f∗gαβ on f−1(Uαβ)}
给出.
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¶向量丛的截面

定义 3.7 (光滑截面)

♣

设向量丛 π : E →M，若 s :M → E 满足 π ◦ s = IdM（或者说对任意 p ∈M，s(p) ∈ Ep），则称 s是该
向量丛的一个截面.若 s光滑，则称之为一个光滑截面.

注
1. 光滑截面的全体记为 Γ∞(π)，简记 Γ(π)（有时也可记作 Γ(E)）.
2. 对于开集 U ⊂M，也可以定义 U 上的截面 Γ(U,E)，它是一个 C∞(U)-模.
光滑截面不仅是一些光滑映射，它还带有自然的 C∞(M)-模结构.

命题 3.2 (光滑截面的模结构)

♠

设 π : E →M 为向量丛，则
1. 对任意 s, t ∈ Γ(π)，s+ t ∈ Γ(π).

2. 对任意 f ∈ C∞(M), s ∈ Γ(π)，fs ∈ Γ(π).
或者说 Γ(π)是一个 C∞(M)-模.

注可以证明 Γ(π)是一个有限生成投射模，并且连通光滑流形M 上的向量丛范畴与有限生成投射 C∞(M)-模有
一一对应关系.

定义 3.8 (光滑标架)

♣

设 π : E →M 为 r维向量丛，称 s1, · · · , sr ∈ Γ(U,E)为开集 U ⊂M 上的一组光滑标架，若对任意 p ∈ U，
s1(p), · · · , sr(p)构成 Ep 的一组基.

注省略光滑性，也可以定义出一般的标架，但在后面的许多陈述中，都会忽略“光滑”二字.
例 3.2

∂x, ∂y, ∂z 是切丛 TR3 的一组光滑标架.
考虑平凡丛M × Rr，考虑

ēi :M →M × Rr, p 7→ (p, ei), i = 1, · · · , n,

则 ē1, · · · , ēn 是该向量丛的一组光滑标架.
设 π : E →M 为 r维光滑向量丛，φ : π−1(U) → U × Rr 为其平凡化，若定义 ti = φ−1 ◦ ēi，则 t1, · · · , tr
是 π−1(U)的一组光滑截面，称为 φ的平凡化截面.
光滑标架给出了一个判断截面光滑性的方法.

引理 3.1

♥

设 φ : π−1(U) → U × Rr 为光滑向量丛 π : E → M 的平凡化，t1, · · · , tr 是 φ 的平凡化截面，则截面
s =

∑r
i=1 b

iti 光滑当且仅当 b1, · · · , br ∈ C∞(U).

证明 ⇐：根据它的模结构是显然的.
⇒：注意到对任意 p ∈ U 有

φ ◦ s(p) =
r∑
i=1

bi(p)φ(ti(p)) =

r∑
i=1

bi(p)(p, ei) =

(
p,

r∑
i=1

bi(p)ei

)
,

s光滑说明 φ ◦ s光滑，因此每个 bi 光滑.
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命题 3.3 (截面的光滑性)

♠

设 π : E → M 为光滑向量丛，U 为M 中的开集，s1, · · · , sr 为 U 上的光滑标架，则截面 s =
∑r
i=1 c

jsj

光滑当且仅当 c1, · · · , cr ∈ C∞(U).

证明 ⇐：显然.
⇒：对任意 p ∈ U，取平凡开邻域 V ⊂ U 以及平凡化 φ : π−1(V ) → V × Rr，设 t1, · · · , tr 为其标架，

sj =
∑r
i=1 aijti，再设

∑r
i=1 b

iti = s =
∑r
j=1 c

jsj =
∑r
i,j=1 c

jaijti，即

b =


b1

...
br

 = A


c1

...
cr

 = Ac,

根据引理，每个 sj 光滑说明 A光滑，它是两组基（逐点）间的转移矩阵说明其可逆，因此 A−1也光滑，s光滑
蕴含 b光滑，因此 c = A−1b光滑.

¶光滑截面的生成元

若记 µz = {f ∈ C∞(M) : f(z) = 0}，则它是 C∞(M)的极大理想，进一步有如下命题：

命题 3.4

♠

设 (E, π,M)为光滑向量丛，z ∈M .
1. 对任意 y ∈ Ez，存在 s ∈ Γ(π)使得 s(z) = y.
2. 若 s ∈ Γ(π), s(z) = 0 ∈ Ez，则存在 fi ∈ µz, si ∈ Γ(π), i ∈ I 使得 s =

∑m
i=1 fisi.

证明 当 (E, π)平凡时结论是显然的，对于一般情形，可将其限制在局部处理.
1. 设 U 为 z ∈ M 的平凡开邻域，则由平凡情形，对任意 y ∈ Ez ⊂ π−1(U)，存在 sU ∈ Γ(π|π−1(U)) 使得
sU (z) = y，取鼓包函数 ρ ∈ C∞(M)，它在U 中一个包含 z的邻域取常值 1，supp ρ ⊂ U，则 s = ρsU ∈ Γ(π)

满足要求.
2. 设 U 为 z ∈M 的平凡开邻域，则存在 ei ∈ Γ(π|π−1(U)), fi ∈ µz ∩ C∞(U)使得

s|U =

m∑
i=1

fiei,

取同样的鼓包函数 ρ，则

s = (1− ρ2)s+

m∑
i=1

(ρfi)(ρei),

其中 1− ρ2, ρfi ∈ µz，得证.
上述命题可以用正合列的语言重新表述：

推论 3.1

♥

对于M 上的任意向量丛 (E, π), z ∈M，有正合列

0 µzΓ(π) Γ(π) Ez 0

其中第一个映射为嵌入，第二个映射为赋值 s 7→ s(z).

注这说明有线性空间同构 Γ(π)/µzΓ(π) ∼= Ez .
考虑切丛 (TRn, π)，对任意 s ∈ Γ(π)有

s(z) ∈ TzRn ⇒ s(z) ∈ Span(∂1|z, · · · , ∂n|z),
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3.2 流形上的切丛

若记
∂i :M → TM, z 7→ ∂i|z,

则 ∂1, · · · ∂n 是 Γ(π)的一组生成元，或者说 Γ(π)是有限生成模.这种思路可以推广，给出一个由局部确定整体
有限生成的方法.

命题 3.5 (逐点生成⇒一致生成)

♠

设 (E, π,M)为 k维光滑向量丛，s1, · · · , sl ∈ Γ(π).若对任意 z ∈ M 有 Ez = Span(s1(z), · · · , sl(z))，则
s1, · · · , sl 是 Γ(π)的生成元.

证明 对任意 I = (i1, · · · , ik), 1 ⩽ i1 < · · · < ik ⩽ l，记

UI = {z ∈M : si1(z), · · · , sik(z) ∈ Ez线性无关},

则 UI 是开集，并且 {sij |UI
: 1 ⩽ j ⩽ k}生成了 C∞(UI)-模 Γ(π|π−1(UI)).根据条件有

⋃
I UI = M，并且对任意

z ∈M，存在 I 使得 Ez = Span(si(z) : i ∈ I).设 s ∈ Γ(π)有线性表示

s|UI
=

k∑
i∈I

λI,isi|UI
, λI,i ∈ C∞(UI),

取相应于覆盖 {UI}的单位分解 {eI}，则

s =
∑
I

eIs =
∑
I

eIs|UI
=
∑
I

∑
i∈I

(λI,ieI)si|UI
∈ Span(s1, · · · , sl),

根据 s的任意性即得.

推论 3.2 (向量丛平凡⇔截面自由)

♥
向量丛 (E, π,M)平凡当且仅当 Γ(π)是自由 R = C∞(M)-模.

证明 ⇒：不妨设 E =M × Rr，取 Rr 的一组基 e1, · · · , er，设 si ∈ Γ(π), si(z) = (z, ei)，则

Ez = Span(s1(z), · · · , sr(z))

，由引理可知 s1, · · · , sr 为 Γ(π)的生成元，并且它们是线性无关的，即 Γ(π) ∼= Rr 是自由模.
⇐：设 Γ(π)有一组基 s1, · · · , sr，则有微分同胚

ϕ : E →M × Rr, e =

m∑
i=1

λisi(x) 7→ (x;λ1, · · · , λm).

3.2 流形上的切丛
设M 为 n维光滑流形，称

TM =
⋃
p∈M

TpM = {(p, v) : p ∈M, v ∈ TpM}

为M 的切丛，其中自然有映射（即第一个分量上的投影）

π : TM →M, (p, v) 7→ p,

并且每个纤维恰好是该点的切空间：Ep = π−1(p) = TpM ∼= Rn.下面我们依次说明 TM 是M 上的（光滑）向
量丛.

¶TM 上的光滑流形结构

我们的思路是借助M 的坐标卡 (U, φ) = (U, x1, · · · , xn)来局部迁移结构，再将其合并为整体结构.
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3.3 光滑向量场

由于 TU =
⋃
p∈U TpU =

⋃
p∈U TpM 中，并且对任意 v =

∑n
i=1 c

i(v)∂i|p ∈ TpM，其分量 ci = ci(v)是关于
v的函数，因此考虑映射

φ̃ : TU → φ(U)× Rn = R2n, (p, v) 7→ (x1(p), · · · , xn(p), c1(v), · · · , cn(v)),

此时直接向 TU 赋 φ̃的诱导拓扑（TU 上使得 φ̃连续的最弱的拓扑），φ̃为双射说明在该拓扑下 φ̃为同胚.记

B =
⋃
α

{A : A在TUα中为开集},

其中 Uα 为M 的坐标开邻域，我们只需证明B是 TM 的拓扑基，则可赋 TM 以它生成的拓扑.

引理 3.2

♥记号如上，B为 TM 的一个拓扑基.

证明 显然B覆盖 TM，只需证明它对有限交封闭.设A,B ∈ B分别为 TU, TV 中的开集，则A∩T (U ∩V ), B∩
T (U ∩ V )是 T (U ∩ V )中的开集，而 A ∩B ⊂ TU ∩ TV = T (U ∩ V )，因此

A ∩B = (A ∩ T (U ∩ V )) ∩ (B ∩ T (U ∩ V ))

是 T (U ∩ V )中的开集.
注证明中有一个隐含的事实：T (U ∩ V )以坐标映射诱导的拓扑结构与其继承 T (U), T (V )的子空间拓扑的结构
是相同的.

由于M 可以被可数个坐标开集覆盖，因此易证：

命题 3.6 (切丛是 T2+A2的)

♠切丛 TM 有可数拓扑基，并且是 Hausdorff的.

TM 距离光滑流形只差一系列相容坐标卡，而这已经在上面的过程中出现了.下面说明，{(TUα, φ̃α)}是 TM

的坐标卡（其中 (Uα, φα)为M 的坐标卡），设

(Uα, φα) = (Uα, x
1, · · · , xn),

(Uβ , φβ) = (Uβ , y
1, · · · , yn),

则转移映射 φ̃β ◦ φ̃−1
α : φα(Uαβ)× Rn → φβ(Uαβ)× Rn，它的作用为

(φα(p), a
1, · · · , an) 7→

p, n∑
j=1

aj∂xj |p

 7→ (φαβ(φα(p)), b
1, · · · , bn),

其中

bi =

n∑
j=1

aj
∂yi

∂xj
(p) =

n∑
j=1

aj
∂(φαβ)

i

∂rj
(φα(p)),

因此它们是相容坐标卡，因此 TM 是 R2n 维光滑流形，要验证 (TM, π,M)的向量丛结构是容易的.

3.3 光滑向量场
光滑向量场实际上就是切丛的截面，它在流形上的每一点指定了一个切向量.

定义 3.9 (光滑向量场)

♣
设M 为光滑流形，称其切丛 TM 的（光滑）截面 Γ(TM)中的元素为M 上的（光滑）向量场.

注和一般的截面一样，光滑向量场也是一个 C∞(M)-模；同理可定义在开集 U ⊂M 上的（光滑）向量场.
正如截面的光滑性可以由其所表示为标架的系数决定，光滑向量场也有借助系数、光滑函数的等价刻画.
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3.3 光滑向量场

¶借助系数刻画光滑性

取M 的坐标卡 (U, φ)，则 TM 自然有一组关于 U 的光滑标架（直接考虑标架 (U, φ), (TU, φ̃)，根据欧氏空
间情形，其光滑性是显然的）

∂1, · · · , ∂n, ∂i|p = (dφp)
−1(∂ri |ϕ(p)),

因此任意 Xp 都可以表示为基的 R-线性组合

Xp =

n∑
i=1

ci(Xp)∂i|p =
n∑
i=1

ai(p)∂i|p,

根据上一节的命题3.3，X : p 7→ Xp 为光滑向量场当且仅当每个系数 ci 光滑，而 ai = ci ◦X，因此 ci 光滑时 ai

光滑，反之若 ai 光滑，则对任意 p ∈ U 有

φ̃ ◦X(p) = (φ(p), dφp(Xp)) = (φ(p), a1(p), · · · , an(p)),

因此 X 是光滑向量场，进而可得如下结论：

命题 3.7 (光滑向量场：标架系数刻画)

♠

设 X 是流形M 上的向量场，则下述等价
1. X 是光滑向量场.
2. M 有一族（光滑）图册，使得对其中任意坐标卡 (U, φ)，X =

∑n
i=1 a

i∂i，系数 ai 都光滑.
3. 对M 的任意坐标卡 (U, φ)，X =

∑n
i=1 a

i∂i，系数 ai 都光滑.

证明 1 ⇒ 3：同上面的讨论.
3 ⇒ 2：显然.
2 ⇒ 1：根据上面的讨论，X 在每个 U 上光滑，因此在M 上光滑.

¶借助光滑函数刻画光滑性

在讨论切空间时，我们就已经建立了“几何切向量”与“导子”之间的对应关系，任何切向量Xp都是一个
导子，即对任意 f, g ∈ C∞(M)有

Xp(fg) = f(p)Xp(g) +Xp(f)g(p),

每个向量场都可以诱导一个 C∞(M)上的映射：

X : f 7→ Xf, Xf(p) = Xp(f),

并且这种意义下的向量场也具有导子性：

X(fg)(p) = Xp(fg) = f(p)Xp(g) +Xp(f)g(p) = (fXg + gXf)(p).

由此可以给出光滑性的第三种刻画.

命题 3.8 (光滑向量场：导子刻画)

♠

设M 为光滑流形，下述等价
X 为M 上的光滑向量场.
X 为M 上向量场，并且对任意 f ∈ C∞(M)，Xf ∈ C∞(M).
X 是 C∞(M)上取值于自身的导子.

证明 1 ⇔ 2：对任意 p ∈M，取坐标卡 (U, φ)，设 ∂1, · · · , ∂n为其上的自然标架，则X =
∑n
i=1 a

i∂i，因此（∂if
为 U 上的光滑函数）

Xf =

n∑
i=1

ai∂if,
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3.4 积分曲线

故 Xf 光滑 ∀f ∈ C∞(M) ⇔每个 ai 光滑，即 X 光滑.
2 ⇒ 3：显然.
3 ⇒ 2：X 为取值于 C∞(M)的导子说明 Xf ∈ C∞(M).对任意 p ∈M，定义

Xp : C
∞(M) → R, Xp(f) = Xf(p),

容易验证 Xp 是 C∞(M)上取值 R的导子，即为 p处的切向量，因此 X 为M 上的向量场.

3.4 积分曲线
回忆：光滑映射 γ : (a, b) →M 称为流形上的一条（光滑）曲线，任意 t0 ∈ (a, b)处的速度向量定义为

γ′(t0) := dγt0(∂t|t0) ∈ Tγ(t0)M.

由于给定任意点 p以及该点处的切向量Xp，都存在曲线 γ 使得 γ(0) = p, γ′(0) = Xp.给定光滑向量场X，如果
一条曲线在每一点的速度向量恰好与 X 指定的切向量相同，则称之为一条积分曲线.

定义 3.10 (积分曲线)

♣

设X 为流形M 上的光滑向量场，若光滑曲线 γ : (a, b) →M 满足 γ′(t) = Xγ(t), ∀t ∈ (a, b)，则称之为X

上的一条积分曲线.

注沿用流形上曲线的语言，仍不妨设 0 ∈ (a, b)，p = γ(0)称为曲线的起点.
例 3.3

考虑 Rn 上的坐标向量场 X = ∂r1，则 X 的积分曲线是平行于 r1-轴的直线.对任意 (c1, · · · , cn) ∈ Rn，曲
线

γ(t) = (c1 + t, c2, · · · , cn), t ∈ R

都是 X 的积分曲线.更一般地，向量场 X̃ =
∑n
i=1 ai∂xi 的积分曲线为

˜γ(t) = (c1 + a1t, · · · , cn + ant).

注虽然 γ̄(t) = (c1 + 2t, c2, · · · , cn)与 γ 图像相同，但 γ̄′(t) = 2 ∂
∂r1 6= Xγ(t)，因此它不是 X 的积分曲线.

若 X = 0，则M 上的常曲线 eq(t) ≡ q是 X 的经过 q的积分曲线.
考虑 R2 上的向量场 X = x∂y − y∂x，记其积分曲线为 γ(t) = (x(t), y(t))，则

x′(t)
∂

∂x

∣∣∣∣
γ(t)

+ y′(t)
∂

∂y

∣∣∣∣
γ(t)

= γ′(t) = Xγ(t) = x(t)
∂

∂y

∣∣∣∣
γ(t)

− y(t)
∂

∂x

∣∣∣∣
γ(t)

,

即
x′(t) = −y(t), y′(t) = x(t),

该方程组（满足初值 γ(0) = (a, b)）的解为

x(t) = a cos t− b sin t, y(t) = a sin t+ b cos t,

其图像为平面上以原点为圆心的圆周，以角度（逆时针）为参数化.
由上例可以看出，积分曲线指“参数曲线”，相同几何图像的不同参数化也对应了不同的曲线.一般曲线的

重新参数化不再是积分曲线，但线性参数化依然可以生成积分曲线.

命题 3.9 (线性重新参数化)
设 γ : (a, b) →M 为向量场 X 的积分曲线，则

1. 令 Ic = (a+ c, b+ c)，则
γc : Ic →M, γc(t) = γ(t+ c)

是 X 的积分曲线.
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3.4 积分曲线

♠

2. 令 Ic = (ac, bc)（c 6= 0），则
γc : Ic →M, γc(t) = γ(ct)

是 Xa := aX 的积分曲线.

求给定光滑向量场的积分曲线往往与解对应的常微分方程组挂钩，因此微分方程理论有助于我们进一步讨
论积分曲线.

3.4.1 局部坐标卡中的常微分方程组

首先给出一个易证的引理

引理 3.3

♥
设 X 为M 上的光滑向量场，则在坐标卡 (U, φ) = (U, x1, · · · , xn)上有 X =

∑n
i=1X(xi)∂i.

设 γ 为 X 的积分曲线，若要研究在给定点 p = γ(0)附近的方程 γ′(t) = Xγ(t)，可取 p处的坐标卡 (u, φ) =

(U, x1, · · · , xn)，借助坐标映射可将 γ(t)转化为

φ ◦ γ(t) = (x1(γ(t)), · · · , xn(γ(t))) = (y1(t), · · · , yn(t)) ∈ Rn,

根据引理，在 U 中有

γ′(t) = dγt(∂t|γ(t)) =
n∑
i=1

dγt(∂t|γ(t))(xi)∂i =
n∑
i=1

(xi ◦ γ)′(t)∂i =
n∑
i=1

(yi)′(t)∂i,

因此方程 γ′(t) = Xγ(t) 变为
n∑
i=1

(yi)′(t)∂i =

n∑
i=1

Xi(γ(t))∂i = Xi ◦ φ−1(y1(t), · · · , yn(t))∂i,

积分曲线方程转化为了如下关于函数 y1, · · · , yn 的常微分方程组

(y1)′(t) = X1 ◦ φ−1(y1, · · · , yn),

(y2)′(t) = X2 ◦ φ−1(y1, · · · , yn),

· · · · · ·

(yn)′(t) = Xn ◦ φ−1(y1, · · · , yn).

带有初值 φ ◦ γ(0) = (y1(0), · · · , yn(0)).回顾常微分方程组的基本定理：

定理 3.1 (一阶常微分方程组的基本定理)

♥

设 V ⊂ Rn 是开集，且 F = (F 1, · · · , Fn) : V → Rn 光滑，考虑初值问题(yi)′ = F i(y1(t), · · · , yn(t)), i = 1, · · · , n

yi(t0) = ci, i = 1, · · · , n

则有
1. 存在性：对任意 t0 ∈ R, c0 ∈ V，存在开邻域 I0 3 t0, V0 3 c0，使得对任意 c = (c1, · · · , cn) ∈ V0，上
述方程组在 t ∈ I0 上有光滑解 yc(t) = (y1(t), · · · , yn(t)) ∈ V .

2. 唯一性：若 y1, y2 分别为上述方程组在 t ∈ I0, t ∈ J0 上的解，则在 t ∈ I0 ∩ J0 上有 y1 = y2.
3. 光滑性：1中的解函数 Y (c, t) = yc(t)在 (c, t) ∈ V0 × I0 上光滑.

由此可得
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3.4 积分曲线

定理 3.2 (积分曲线的局部存在性/唯一性/光滑性)

♥

设 X 为流形M 上的光滑向量场，则对任意 p ∈M，存在邻域 Up, εp > 0和光滑映射

Γ : (−εp, εp)× Up →M

使得对任意 q ∈ Up，曲线
γq : (−εp, εp) →M, γq(t) := Γ(t, q)

是 X 的满足 γ(0) = q的积分曲线.此外，这个积分曲线在下述意义下唯一：若 σ : (a, b) → M 是 X 的另
一条以 q为起点的积分曲线，则在 (a, b) ∩ (−εp, εp)上 σ = γq .

3.4.2 向量场的完备性

借助积分曲线的局部唯一性，可以定义其极大存在区间.

定义 3.11 (极大存在区间)

♣

称积分曲线 γ : (a, b) → M 是极大的，若其不能延拓到更大的区间上，此时 (a, b)称为其极大存在区间，
γp 称为以 γ(0)为起点的极大积分曲线.

注这里的延拓是指存在定义区间更大的积分曲线，根据唯一性它们在小区间上相等，同理可知以任意 p ∈M 为
起点的极大积分曲线是唯一的.

定义 3.12 (完备向量场)

♣

设 X 为M 上的光滑向量场，若对任意 p ∈ M，满足 γ(0) = p的积分曲线 γ 的极大存在区间均为 R，则
称 X 完备.

例 3.4不完备的向量场 考虑 R上的向量场 X = x2∂x，设 γ(t) = x(t)为其积分曲线，则

x′(t)
∂

∂x

∣∣∣∣
γ(t)

= γ′(t) = Xγ(t) = x2(t)
∂

∂x

∣∣∣∣
γ(t)

,

即得方程 x′(t) = x2，其解为

x = − 1

t+ C
,

若设 γ(0) = 2则 c = −1/2，其极大存在区间为 (−∞, 1/2)，因此 X 是不完备的.
根据积分曲线的局部存在性定理，在积分曲线的任意 γ(t)处，都可以将其定义域向前延伸到某个 t + ε处，

但这种延伸的幅度可能越来越小，导致某些积分曲线的极大存在区间不为 R（或者说对应的向量场不完备）.如
果对每一点可以找到一致的 ε0，使得定义域可以延伸到 t+ ε0处，那么极大存在区间自然是 R，对于这种情形，
紧性往往是一个很好的条件.

当 Xp = 0时，M 上任意常曲线都是 X 的积分曲线，因此只需要关注非零点情形，下面证明具有紧支集的
向量场是完备的.

定理 3.3 (紧支向量场完备)

♥光滑流形M 上任意具有紧支集的光滑向量场 X 完备.

注特别当M 为紧流形时，其上任意光滑向量场完备.
证明 记C = suppX，只需考虑 q ∈ C，易知从 q出发的积分曲线始终在C中，根据局部存在性，有 Iq = (−εq, εq)，
邻域 Uq 和光滑映射 Γ : Iq ×Uq → C 使得对任意 p ∈ Uq，γp(t) = Γ(t, p)是X 的由 p出发的积分曲线.由于紧集
C ⊂

⋃
q∈C Uq，可取有限子覆盖 {Uq1 , · · · , UqN }，令

I =

N⋂
k=1

Iqk := (−ε0, ε0),
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3.4 积分曲线

则对任意 q ∈ C，存在从 q出发的积分曲线 γq : I → C.
下证 γq 的极大存在区间 Jq = R.若不然不妨设 sup Jq = c < ∞，对于 p := γq(c − ε0/2)，存在从 p出发的

积分曲线 γp : I →M，由唯一性，γp(t) = γq(t+ c− ε0/2)，因此 Jq 定义域可延拓到 c+ ε0/2 > c，矛盾.

3.4.3 流映射

设 X 为流形M 上的向量场，则从任意 p ∈ M 出发，存在唯一的极大积分曲线 γp : Jp → M，将其合在一
起可得映射

Φ : M = {(t, p) : p ∈M, t ∈ Jp} →M, Φ(t, p) = γp(t).

容易证明如下引理：

引理 3.4 (局部流的加性)

♥
对于M 上的光滑向量场 X，若 t, s, t+ s ∈ Jp，则 γγp(s)(t) = γp(t+ s).

证明 固定 s，则 γ1(t) = γγp(s)(t), γ2(t) = γp(t+ s)都是从 γp(s)出发的 s的积分曲线，由唯一性可知二者相等.
如果 Φ光滑，则对任意固定的 t ∈ R有光滑映射

φt :Mt = {p ∈M : t ∈ Jp} →M, φt(p) = Φ(t, p),

借助 φ，上述引理实际上指

φt ◦ φs(p) = Φ(t,Φ(s, p)) = γγp(s)(t) = γp(t+ s) = Φ(t+ s, p) = φt+s(p),

即 φt ◦ φs = φt+s.

定义 3.13 (向量场生成的局部流)

♣

设X为M上的光滑向量场，称上面的映射Φ : M →M为X生成的局部流.若X完备，则称Φ : R×M →
M 为 X 生成的流（整体流）.

例 3.5
Rn 中向量场 X = ∂r1 生成的流是平移

Φ : R× Rn → Rn, (t, x1, · · · , xn) 7→ (t+ x1, x2, · · · , xn),

更一般地，Rn 中常向量场 X =
∑n
i=1 c

i∂ri 生成的流是

Φ : R× Rn → Rn, (t, x1, · · · , xn) 7→ (c1t+ x1, · · · , cnt+ xn).

若将 R2 等同于 C，则由向量场 X = x∂y − y∂x 生成的流是逆时针旋转

Φ : R× C → C, (t, z) 7→ eitz.

下面证明，光滑向量场生成的流是光滑的.

定理 3.4 (流映射的光滑性)

♥设 X 为M 上的光滑向量场，则其生成的流 Φ : M →M 是光滑的.

证明 任取 (t0, p) ∈ M，下证 Φ在该点（的一个开邻域内）光滑，分为两步.
【STEP 1.证明 Φ在 (0, p)的邻域 I × U 中光滑】
对任意 q ∈M，存在邻域 Uq 和区间 Iq = (−εq, εq)使得 Φ|Iq×Uq

光滑.t0 ∈ Jp说明存在 [−ε, t0 + ε] ⊂ Jp，记
紧集K = γp([−ε, t0 + ε])，则存在 Up1 , · · · , Upm 覆盖K，记

U = Up1 ∪ · · · ∪ Upm , I = (−ε0, ε0) = Ip1 ∩ · · · ∩ Ipm ,

则 U, I 分别为K, 0的开邻域，并且 Φ|I×U 光滑，特别对任意 s0 ∈ I，φs0 光滑.
【STEP 2.借助可加性，将 (t0, p)处的光滑性“转移”到 I × U 中】
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3.5 向量场的李代数结构

取 N 充分大使得 s0 := t0/N ∈ I，令 U1 = U，迭代地定义开集

Uk+1 = φ−1
s0 (Uk) ∩ U, k = 1, · · · , N,

则每个 φs0 |Uk
: Uk → Uk−1 光滑，由于

Φ(s0,Φ(s0, · · · ,Φ(s0,Φ(0, p)) · · · )) = Φ(t0, p) = γp(t0) ⊂ K ⊂ U,

因此 (0, p) ∈ Φ|−1
I×U (UN+1)，进而存在 (0, p)的邻域 I0 × U0 ⊂ Φ|−1

I×U (UN+1)使得 Φ|I0×U0
光滑，而 Φ是如下光

滑映射（(t0 + I0)× U0 → I0 × U0 → UN+1 → UN → · · · → U1）的复合：

(t, p) 7→ (t− t0, p) 7→ Φ(t− t0, p) 7→ Φ(t− t0 + s0, p) 7→ · · · 7→ Φ(t, p),

因此 Φ在 (t0 + I0)× U0 上光滑，得证.

¶单参数微分同胚群

对于向量场的流 Φ，其每一刻的映射 φt 满足：
φ0 = IdM .
当 t,−t ∈

⋂
p Jp 时，φt :M →M 为微分同胚.

进而若 X 完备，则M = R×M，此时对任意 t ∈ R，φt 都是M 到自身的微分同胚.
由此可得

引理 3.5 (流的群性质)

♥
若 X 是M 上的完备向量场，则光滑映射族 {φt : t ∈ R}是M 的微分自同胚群 Diff(M)的子群.

根据上述引理，φ : R → Diff(M), t 7→ φt 可以视为实数加法群到微分自同胚群的同态.

定义 3.14 (单参数微分同胚群)

♣

若光滑映射 Φ : R ×M → M 诱导的映射 t 7→ φt = Φ(t,−) 是从 R 到 Diff(M) 的群同态，则称映射族
{φt : t ∈ R}为M 的一个单参数微分同胚子群.

一方面，流形上任意完备向量场 X 都生成了一个单参数微分同胚子群；反之若光滑映射 Φ : R ×M → M

可以诱导一个单参数微分同胚子群，则可以定义出M 上的一个向量场 X 满足

Xp =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

φt(p),

并且容易验证
Φ光滑说明 X 光滑.
γp(t) := Φ(t, p)恰好为 X 的积分曲线，因此 X 完备.
Φ也恰好是 X 生成的流.

换句话说，流可以“重现”向量场，向量场X 也被称为单参数微分同胚子群 {φt}（或者流 Φ）的无穷小生成元.

3.5 向量场的李代数结构

3.5.1 向量场的李括号

设X,Y 为M 上的光滑向量场，若将其视为 C∞(M)上取值于自身的导子，则其复合XY = X ◦ Y 是 R-线
性映射，但不满足导子性：

XY (fg) = X((Y f)g + fY g) = (XY f)g + (Y f)(Xg) + (Xf)(Y g) + f(XY g),

影响因素在于 (Y f)(Xg), (Xf)(Y g)两项，而它们的和关于 X,Y 是对称的，计算它们的交换可得

Y X(fg) = Y ((Xf)g + fXg) = (Y Xf)g + (Xf)(Y g) + (Y f)(Xg) + f(Y Xg),
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3.5 向量场的李代数结构

将二者作差，可恰好消去影响项，若记二者的 Lie括号 [X,Y ] = XY − Y X 则

[X,Y ](fg) = ([X,Y ]f)g + f([X,Y ])g,

因此 [X,Y ]还是 C∞(M)上的导子，并且容易证明：

引理 3.6 (光滑向量场的李括号还是光滑向量场)

♥
设 X,Y 为M 上的光滑向量场，则 [X,Y ]还是M 上的光滑向量场.

证明 已知 [X,Y ]为导子，根据光滑性的导子刻画，只需证明 [X,Y ]取值于自身，而这根据X,Y 的光滑性是显
然的.

进而，对任意 p ∈M，[X,Y ]在每一点自然指定切向量

[X,Y ]p = (XpY − YpX)f.

因此，李括号给出了M 的光滑向量场 Γ(TM)上一个二元运算，容易验证它满足：

命题 3.10 (李括号的性质)

♠

R-双线性性：[aX + bY, Z] = a[X,Z] + b[Y, Z], [Z, aX + bY ] = a[Z,X] + b[Z, Y ].
反对称性：[X,Y ] = −[Y,X].
Jacobi等式：

∑
cyc[X, [Y, Z]] = [X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X,Y ]] = 0.

定义 3.15 (Lie代数/李代数)

♣

若 k-线性空间 V 有二元运算 [−,−] : V × V → V，满足
k-双线性性：[aX + bY, Z] = a[X,Z] + b[Y, Z], [Z, aX + bY ] = a[Z,X] + b[Z, Y ].
反对称性：[X,Y ] = −[Y,X].
Jacobi等式：

∑
cyc[X, [Y, Z]] = [X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X,Y ]] = 0.

则称 (V, [−,−])是一个 Lie代数，[−,−]称为 Lie括号.

注虽然向量场的 Lie代数结构是结合的，但一般的 Lie代数并不蕴含结合性，因此 Lie代数一般不是代数.但反
之任何 k-代数 A可以借助 Lie括号给出一个 Lie代数结构.

定义 3.16 (Lie代数的导子)

♣

设 V 为 Lie代数，若线性算子 D : V → V 满足

D[X,Y ] = [DX,Y ] + [X,DY ], ∀X,Y ∈ V,

则称 D为 V 上的一个导子.

例 3.6考虑 Lie代数 V 上的线性算子 LX(Y ) = [X,Y ]，则 Jacobi等式表明

LX([Y, Z]) = [X, [Y, Z]] = [[X,Y ], Z] + [Y, [X,Z]] = [LX(Y ), Z] + [Y,LX(Z)],

因此它是一个导子.

3.5.2 向量场的推出

设 F : M → N 为光滑映射，则其微分 dFp : TpM → TF (p)N 给出了一个线性映射，对任意 Xp ∈ TpN，称
= dFp(Xp)为 Xp（在 p处）的推出，这种推出一般不能直接对向量场 X 定义 XF (p) := dFp(Xp)，原因在于：

若 F 不是满射，则某些 q ∈ N 不在 F 的像集中，因此 X 不能在全局定义.
可能存在 p1, p2 ∈M 使得 F (p1) = F (p2)但 dFp1(Xp1) 6= dFp2(Xp2)（例如考虑 R2 到 R的投影映射）.
不过当 F 为微分同胚时，以上问题将不复存在.若 F 确实可以借助“推出”由 X ∈ Γ(TM)定义出一个向

量场 X ∈ Γ(TN)，则称它们相关.
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3.5 向量场的李代数结构

定义 3.17 (相关向量场)

♣

设 F :M → N 光滑，X 为M 上的向量场，若存在 N 上的向量场X 使得XF (p) = dFp(Xp)，则称X,X

是 F -相关的.

注若 F 为微分同胚，则 X = F∗X .

命题 3.11 (F -相关的等价刻画)

♠

设 F :M → N 光滑，则向量场 X,X 是 F -相关的当且仅当对任意 g ∈ C∞(M)有

X(g ◦ F ) = (Xg) ◦ F.

证明 注意到二者 F -相关当且仅当

X(g ◦ F )(p) = Xp(g ◦ F ) = dFp(Xp)(g) = XF (p)(g) = (Xg)(F (p)).

推论 3.3 (Lie括号的 F -相关)

♥
设 F :M → N 光滑，若光滑向量场 X,Y 分别与 X,Y 是 F -相关的，则 [X,Y ]与 [X,Y ]是 F -相关.

证明 对任意 g ∈ C∞(M)有

[X,Y ](g ◦ F ) = XY (g ◦ F )− Y X(g ◦ F )

= X((Y g) ◦ F )− Y ((Xg) ◦ F )

= (XY g) ◦ F − (Y Xg) ◦ F

= ([X,Y ]g) ◦ F.

推论 3.4

♥

设 F :M → N 为微分同胚，则对任意 X,Y ∈ Γ(TM)有

F∗[X,Y ] = [F∗X,F∗Y ].

3.5.3 李导数

对于M 上的光滑向量场X，由于对任意 p ∈M，存在 p, 0的邻域 Up, Ip使得局部流 Φ在 Ip ×Up上有定义
且光滑，类似微积分，可以定义“函数 f 沿该流的导数”，即李导数.

定义 3.18 (函数关于向量场的 Lie导数)

♣

设 X 为M 上的光滑向量场，Φ为其生成的局部流，则定义 f ∈ C∞(M)关于 X 的 Lie导数为

LX(f) :=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

φ∗t f

(
= lim
t→0

φ∗t f − f

t

)
.

注其中 φ∗t f = f ◦ φt.
事实上函数关于向量场的 Lie导数就是 X 作为导子在 C∞(M)上的作用.

命题 3.12 (函数 Lie导数的计算)

♠

对任意 X ∈ Γ(TM)以及 f ∈ C∞(M)有

LX(f) = X(f).
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3.5 向量场的李代数结构

证明 设 γp(t)为 X 的积分曲线，则当 t充分小时 φ∗t f(p) = f(φt(p)) = f(γp(t))，因此

LX(f) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

φ∗t f(p) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

f(γp(t))

= d(f ◦ γp)(∂t|0) = dfp ◦ d(γp)0(∂t|0) = dfp(Xp) = Xf(p).

函数的 Lie导数衡量了 f 沿 X 方向的变化率，进一步，对任意光滑向量场 Y ∈ Γ(TM)，可以讨论 Y 沿 X

方向的变化率.基本想法是计算极限 limt→0
Yϕt(p)−Yp

t ，但 Yϕt(p) 不是 p处的切向量，因此作差是无意义的.为了
修正，需要将 Yϕt(p)首先用映射 φ−1

t = φ−t“推出”为 p处的切向量 (dφ−t)ϕt(p)Yϕt(p) ∈ TpM，再作差计算变化
率.

定义 3.19 (向量场关于向量场的 Lie导数)

♣

定义 Y ∈ Γ(TM)沿向量场 X ∈ Γ(TM)的 Lie导数为

LX(Y ) :=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(dφ−t)ϕt(p)Yϕt(p)

(
= lim
t→0

(dφ−t)ϕt(p)Yϕt(p) − Yp

t

)
.

虽然定义更复杂，但它实际上是 Lie括号的计算.

命题 3.13 (向量场 Lie导数的计算)

♠

设 X,Y ∈ Γ(TM)，则
LX(Y ) = [X,Y ].

证明 对任意 p ∈M, f ∈ C∞(M)有

(dφ−t)ϕt(p)Yϕt(p)f = Yϕt(p)(f ◦ φ−t)

= Y (f ◦ φ−t)(φt(p)) = φ∗tY (f ◦ φ−t)(p) = φ∗tY (φ∗−tf)(p),

因此

LX(Y )f(p) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(dφ−t)ϕt(p)Yϕt(p)f =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

φ∗tY φ
∗
−tf(p)

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

φ∗tY f(p) +
d

dt

∣∣∣∣
t=0

Y φ∗−tf(p)

= XY f(p)− Y Xf(p) = [X,Y ]f(p).

注证明过程来自火箭讲义，正确性未知.
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第 4章 李群与李代数

4.1 李群

¶李群的定义与例子

简单来说，李群就是赋有光滑流形结构的群，并且两结构相容.

定义 4.1 (Lie群)

♣

设 G为群，若 G上有光滑流形结构，且群乘法

µ : G×G→ G, (g1, g2) 7→ g1g2

是光滑映射，则称 G.

注
1. Lie群的定义与拓扑群有相似之处，后者是具有相容拓扑结构的群，并且乘法、取逆都连续.这里没有要求
取逆光滑，因为我们将证明，只要乘法运算光滑，则取逆也光滑.

2. 从范畴的角度而言，Lie群是光滑流形范畴中的群对象（正如群是集合范畴中的群对象，拓扑群是拓扑空
间范畴中的群对象），它位于代数、几何、分析的交界处.

3. 如果G是带有拓扑流形，结构相容的群，是否具有光滑结构使之成为 Lie群？这是 Hilbert第五问题，最终
于 1950年被 A. Gleason和 D. Montgomery解决，答案是肯定的.

例 4.1
(Rn,+), (R∗,×), (S1,×)是 Lie群.
Lie群的乘积是 Lie群，例如 n维环面 Tn = S1 × · · · × S1 维 Lie群.
许多矩阵群都是 Lie群，例如 GLn(R), SLn(R), On, Un，事实上，任何紧 Lie群都可被实现为矩阵 Lie群.
S3上也有李群结构：将 R4等同于 R[Q8]（即 x1 + x2i+ x3j + x4k），将这一群结构限制在 S3上可给出一
个 Lie群结构.特别地，各维球面上只有 S0, S1, S3 上有 Lie群结构.
群上有两种自然的映射，左乘 La(g) = ag与右乘 Rb(g) = gb，可以对于 Lie群而言，这两种映射都是微分

同胚.

命题 4.1 (左乘与右乘是微分同胚)

♠设 G为 Lie群，对任意 a ∈ G，左乘 La 与右乘 Ra 都是微分同胚.

证明 考虑“切片”嵌入（它们光滑）

ja : G ↪→ G×G, g 7→ (a, g),

ib : G ↪→ G×G, g 7→ (g, b),

则 La = µ ◦ ja, Rb = µ ◦ ib，因此它们光滑，此外 L−1
a = La−1 , R−1

b = Rb−1，因此其逆也光滑，故为微分同胚.
注群的结合律实际上就是左乘与右乘的交换性，即 LaRb = RbLa.

借助左乘，可以刻画 Lie群的切丛.

命题 4.2 (李群的切丛平凡)

♠设 G为m维李群，则 TG ∼= G× Rm.

证明 将 Rm 等同于 TeG，考虑映射

φ : G× TeG→ TG, (g, v) 7→ (g, (dLg)e(v)),



4.2 李代数

其逆为 φ−1(g, u) = (g, (dLg−1)g(u))，容易验证 φ, φ−1 都是光滑的.
注细节可参考Let G be a Lie group, show that there is a diffeomorphism TG ∼= G× Rn

¶李群运算的微分

借助左乘与右乘，可以计算出乘法的微分.

命题 4.3 (李群乘法的微分)

♠

乘法映射 µ : G×G→ G的微分为

dµ(a,b)(Xa, Yb) = (dRb)a(Xa) + (dLa)b(Yb), ∀(Xa, Yb) ∈ TaG× TbG ∼= T(a,b)(G×G).

注特别地，在单位元处 dµ(e,e)(Xe, Ye) = Xe + Ye.
证明 直接验证，对任意 f ∈ C∞(G)有

dµ(a,b)(Xa, Yb)(f) = (Xa, Yb)(f ◦ µ) = Xa(f ◦ µ ◦ ıb) + Yb(f ◦ µ ◦ a)

= Xa(f ◦Rb) + Yb(f ◦ La)

= (dRb)a(Xa) + (dLa)b(Yb).

其中 ıb : G→ G×G, g 7→ (g, b); a : G→ G×G, g 7→ (a, g)分别为 G×G中两个位置向其中的嵌入（这里用到
了乘积流形切空间的结构）.
下面证明李群中乘法运算的光滑性蕴含取逆的光滑性，同时计算其微分.

命题 4.4 (李群取逆的光滑性与微分)

♠

对任意李群 G，取逆运算 i : G→ G是光滑的，并且

dia(Xa) = −(dLa−1)e ◦ (dRa−1)a(Xa), ∀Xa ∈ TaG.

注特别地，在单位元处 die(Xe) = −Xe.
证明 首先考虑光滑映射

f : G×G→ G×G, (a, b) 7→ (a, ab),

其微分为
df(a, b) : TaG× TaG→ TaG× TabG, (Xa, Yb) 7→ (Xa, (dRb)a(Xa) + (dLa)b(Yb)),

由于 La, Rb 都是微分同胚，因此 f 为局部微分同胚，但 f 显然可逆，因此它是微分同胚，进而有微分同胚

f−1 : G×G→ G×G, (a, b) 7→ (a, a−1b),

注意到
i = π2 ◦ f−1 ◦ ıe : G→ G×G→ G×G→ G, a 7→ (a, e) 7→ (a, a−1) 7→ a−1,

因此 i是光滑的，进一步计算微分得到

dia(Xa) = (dπ2)(a,a−1) ◦ (df−1)(a,e) ◦ (dıe)a(Xa)

= (dπ2)(a,a−1) ◦ (df−1)(a,e)(Xa, 0)

= (dπ2)(a,a−1)(Xa,−(dLa−1)e ◦ (dRa−1)a(Xa))

= −(dLa−1)e ◦ (dRa−1)a(Xa).
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4.2 李代数

4.2 李代数

定义 4.2 (李代数)

♣

设 k为零特征域，g为 k-线性空间，若其上定义了李括号 [−,−] : g× g → g, (x, y) 7→ [x, y]满足
1. 双线性性.
2. 反对称性：[x, y] = −[y, x], ∀X,Y ∈ g.
3. Jacobi恒等式：[x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0.

则称 g为一个李代数，它作为 k-线性空间的维数称为李代数的维数.

注 Jacobi恒等式的一个等价形式是 [[x, y], z] + [[y, z], x] + [[z, x], y] = 0.
设 x1, · · · , xn为李代数 g的一组基，[xi, xj ] = Ckijxk，其中 Ckij 称为 g关于这一组基的结构常数，根据定义

可知它满足 Ckij + Ckji = 0, ∀i, j, k = 1, · · · , n.

CmjkC
l
im + CmkiC

l
jm + Cmij C

l
km = 0, ∀i, j, k, l = 1, · · · , n.

并且当确定 g的一组基后，其上的李代数结构可以由结构常数完全刻画.
例 4.2代数与李代数的张量积 设K 为 k-交换结合代数，g为李代数，则可定义 gK := K ⊗k g上的李括号

[a⊗ x, b⊗ y] := (ab)⊗ [x, y],

借助 K 的交换性、结合性容易验证李括号对应的反对称性与 Jacobi 恒等式，进而 gK 为李代数. 特别当 k =

R,K = C时，gC 称为 g的复化.

定义 4.3 (李子代数 &理想)

♣

设 g为李代数，h为其子集.
若 [h, h] ⊂ h，则称 h为 g的李子代数，记为 h ⩽ g.
若 [h, g] ⊂ h，则称 h为 g的理想，记为 h / g.

注对于 a, b ⊂ g，定义 [a, b] := Span([x, y] : x ∈ g, y ∈ h).

定义 4.4 (李代数同态)

♣

设 g, h为李代数，称 k-线性映射 φ : g → h为李代数同态，若

φ([x, y]) = [φ(x), φ(y)], ∀x, y ∈ g.

命题 4.5 (李代数同态的核与像)

♠设 φ : g → h为李代数同态，则 Kerφ / g, Imφ ⩽ h.

例 4.3李代数的构造
1. 设 g为李代数，h / g，考虑其商 q := g/h，可定义李括号（理想保证其良定）

[x+ h, y + h] := [x, y].

2. 对于一系列李代数 g1, · · · , gn，考虑其笛卡尔积 g = g1 × · · · × gn，可定义李括号

[(x1, · · · , xn), (y1, · · · , yn)] = ([x1, y1], · · · , [xn, yn]).

此外也可将其视为直和 g = g1 ⊕ · · · ⊕ gn，这时 [gi, gj ] = 0(i 6= j).
3. 若 g存在一系列子代数 g1, · · · , gn满足 gi ∩ gj = {0}, [gi, gj ] = 0(i 6= j), g =

⊕n
i=1 gi，则称 g是 g1, · · · , gn

的直和.
例 4.4李代数的例子
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4.3 李群的李代数

设 V/k 为线性空间，定义 gl(V ) = End(V )，其上李括号为 [φ1, φ2] = φ1φ2 − φ2φ1；由于 V ∼= kn（设
dimV = n），因此 gl(V ) ∼= gln(k) =Mn(k)，其上李括号为两个方阵的交换子，dim gl(V ) = n2.
若定义 sln(k) = {A ∈Mn(k) : trA = 0}，则它是 gln(k)的 n2 − 1维李子代数.
若定义 on(k) = {A ∈Mn(k) : A+AT = 0}，则它是 gln(k)的

n(n−1)
2 维子代数.

若定义 sp2n(k) = {A ∈M2n(k), A
TJ + JA = 0}，则它是 gl2n(k)的 2n2 + n维子代数.

设M 为光滑流形，则其上的向量场 X(M)是一个李代数.

定义 4.5 (导子)

♣

设 A为一个 k-代数，若
D(ab) = D(a)b+ aD(b), ∀a, b ∈ A,

则称 D为一个导子，A上导子的全体记为 Der(A).

注容易验证对任意 D1, D2 ∈ Der(A)有 [D1, D2] = D1D2 −D2D1 ∈ Der(A)，进一步易得 Der(A)为李代数.

命题 4.6 (李代数的导子)

♠

若 g为李代数，则 Der(g)也是李代数，并且有同态

ad : g → Der(g), x 7→ adx,

其中 adx(y) = [x, y].

证明 根据 Jacobi恒等式可得

ad[x,y](z) = [[x, y], z] = [x, [y, z]]− [y, [x, z]] = adxady(z)− adyadx(z) = [adx, ady](z).

¶李代数的表示

定义 4.6 (李代数的表示)

♣
设 g为 k-李代数，V/k为线性空间，若存在李代数同态 φ : g → gl(V )，则称 (V, φ)为 g的一个表示.

注
1. 上面的 ad : g → Der(g) ⩽ gl(g)就是 g的一个表示，称为伴随表示.
2. 与群的表示类似，李代数的表示也可以视为某种作用，即将 V 视为 g-模.
3. 与群的表示类似，李代数的表示也可定义 g-模同态、考虑子表示、商表示、直和、张量积等.

定义 4.7 (不可约与不可分解)

♣

若表示 V 无非平凡子表示，则称之不可约.
若表示 V 不能分解为子模的直和，则称之不可分解.

注不可约必然不可分解，但反之未必.

定理 4.1 (Ado-Iwasawa)

♥
对任意有限维实李代数 g，存在有限忠实表示 ρ : g → gl(V ).

4.3 李群的李代数
李群 G作为光滑流形，其上的向量场全体 X是一个李代数，下面讨论它的一个重要的李子代数.
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4.3 李群的李代数

¶左不变向量场

定义 4.8 (左不变向量场)

♣
设 G为李群，X ∈ Γ(TG)，若对任意 a ∈ G有 dLa(X) = X ◦ La，则称 X 为 G上的左不变向量场.

注
1. 由于La为微分同胚，因此可以定义“推出向量场”dLa(X)，并且左不变意味着对任意 b ∈ G有 (dLa)b(Xb) =

Xab，或者说对任意 f ∈ C∞(G)有 dLa(X)(f) = X(f ◦ La) = Xf ◦ La.
2. 对任意 Xe ∈ TeG，可以定义出 G上的一个向量场 Xb := (dLb)e(Xe)，容易验证它是左不变的.

定理 4.2 (李群的李代数)

♥

(1)李群 G上的左不变向量场 X 是光滑的.
(2)李群 G上的左不变向量场的全体构成一个李代数 g，进一步有线性同构

φ : g → TeG, X 7→ Xe,

特别地，dimG = dim g.

注 g称为李群G的李代数（它也是 Γ(TG)的李子代数），由此可知取 TeG的一组基X1
e , · · · , Xn

e，可以通过左平
移构造出 g的一组基 X1, · · · , Xn.
证明 (1)设 X 是左不变的，取光滑向量场 Y 使得 Ye = Xe，则

Xa = (dLa)e(Xe) = (dLa)e(Ye) = dµ(a,e)(0, Ye),

因此对任意 f ∈ C∞(G)有

(Xf)(a) = dµ(a,e)(0, Ye)(f) = (0, Y )(f ◦ µ) ◦ ıe(a) ∈ C∞(G),

其中 ıe : G→ G×G, a 7→ (a, e)，因此 X 光滑.
(2)设 X,Y ∈ g，容易验证

dLa([X,Y ])(f) = XY (f ◦ La)− Y X(f ◦ La) = X(Y f ◦ La)− Y (Xf ◦ La) = [XY − Y X](f) ◦ La,

即 [X,Y ] ∈ g，最后的线性同构是显然的.
根据上述命题，给定李群 G，求其李代数 g可遵循如下步骤：

1. 从 TeG出发得到 g的线性空间结构.
2. 对于 u, v ∈ TeG，借助左平移构造左不变向量场 U, V ∈ g.
3. 计算 [U, V ] = UV − V U，回到 e处得到 [u, v]g = [U, V ](e)（即 g中的李括号）.

例 4.5李群上李代数的例子
Rn：T0Rn ∼= Rn，因此对任意 v = vi∂i|0 ∈ T0Rn，左平移可得 V = vi∂i ∈ g，其中任意两个元素可交换
（即李括号为零），因此 g = Rn（n维平凡李代数）.
S1：其中左平移即为旋转，左不变向量场为 {a∂θ} ∼= R（一维平凡李代数）.
GLn(R)：首先 g = TIGLn(R) ∼= Rn2 ∼= Mn(R)，借助曲线容易计算 (dLA)I = LA，设 A = aij∂ij |I ∈
TIGLn(R)，则其左平移（到X = (xij)）的切向量为 xijajk∂ik|X，计算李括号可得（注意 ∂是对 x的偏导
数）

[xikakj∂ij , x
prbrq∂pq] = xikakjbjq∂iq − xirbrkakj∂ij = xij(akjbjq − bkjajq)∂ij ,

因此李括号 [A,B] = AB −BA，这说明 g = gln(R).

命题 4.7 (交换李群的李代数平凡)

♠若 G为交换李群，则其李代数 g是平凡的.
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4.4 指数映射

证明 G交换说明取逆 i : G→ G为微分同胚，并且 die(v) = −v说明对任意 x, y ∈ TeG有

−[x, y] = die[x, y] = die([X,Y ](e))

= [die(x), die(y)]

= [x, y],

因此 [x, y] = 0.
对于李群同态 φ : G→ H，dφe : TeG→ TeH 为线性映射，对任意Xe ∈ TeG有 dφe(Xe) = Ye ∈ TeH .根据

前面的同构关系，借助左平移可以定义 dφ : g → h为

Yh = (dLh)e(Ye) = (dLh)e ◦ dφe(Xe), ∀h ∈ H,X ∈ g,

进而有如下结论：

定理 4.3 (李群同态⇝李代数同态)

♥

设 φ : G→ H 为李群同态，则
X 与 Y = dφ(X)是 φ-相关的.
dφ : g → h为李代数同态.

注 X,Y 为 φ-相关可等价为对任意 f ∈ C∞(H)有 X(f ◦ φ) = Y f ◦ φ.
证明 φ为群同态说明 Lϕ(a) ◦ φ = φ ◦ La，因此

Yϕ(a) = (dLϕ(a))e ◦ dφe(Xe) = dφa ◦ (dLa)e(Xe) = dφa(Xa),

这说明X,Y 是 φ-相关的，进一步对任意X1, X2 ∈ g1，记 Yi = dφ(Xi)，易得 [Y1, Y2]与 dφ([X1, X2])是 φ-相关
的，进而 dφ([X1, X2]) = [Y1, Y2]，因此 dφ为李代数同态.

4.4 指数映射

¶单参数子群

由于李群上的左不变向量场仅由一点的取值决定，因此可以通过左乘映射来“一致控制”出积分曲线的存
在区间，由此可得

引理 4.1 (左不变向量场的完备性)

♥设 G为李群，则任意 X ∈ g完备.

注证明与紧支向量场的完备性类似.

命题 4.8 (李群上的流 =右乘法)

♠
设 G为李群，则对任意 g ∈ G,X ∈ g, t ∈ R有 φXt (g) = gφXt (e).

证明 根据积分曲线的唯一性可得 φXt (g) = γg(t) = Lg ◦ γe(t) = gφXt (e).
上述命题说明 φXt = RϕX

t (e)，即李群上左不变向量场X 生成的流在G上的作用就是右乘（换句话说，X 生
成流的作用仅由它在 e处的作用决定），进一步根据流的性质有

gφXs+t(e) = φXt+s(g) = φXt φ
X
s (g) = φXt (gφXs (e)) = gφXs (e)φXt (e).

推论 4.1 (单参数子群)

♥
设 G是李群，则对任意 X ∈ g，映射 ρX : R → G, t 7→ φXt (e)为一个李群同态.

注对任意 X ∈ g，称 ρX 为 G的单参数子群.
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4.4 指数映射

证明 已证它是群同态，考虑 G× g上的（光滑）完备向量场 X̃(g,X) = (Xg, 0)，它生成的流恰好为

Φ̃ : R×G× g → G× g, (t, g,X) 7→ (φXt (g), X),

而 ρX 可以复合得到：

ρX : R ↪→ R×G× g → G× g → G, t 7→ (t, e,X) 7→ (φXt (e), X) 7→ φXt (e),

故 ρX 光滑.
注事实上由相同过程可得，ρ : R× g → G, (t,X) 7→ φXt (e)也是光滑的

另一方面，若 ρ为 G的单参数子群，令

Xg :=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

Rρ(t)g,

容易验证 X 为 G上的左不变向量场，由此可得一一对应

命题 4.9 (单参数子群↭ g)

♠

设 G为李群，则有一一对应：
{G的单参数子群}↭ g↭ TeG

注X 称为 ρX 的一个无穷小生成元，由此可得看待 G的李代数 g的另一视角：G中所有单参数子群的无穷小生
成元.

¶指数映射

定义 4.9 (指数映射)

♣

设 G为李群，定义其上的指数映射

exp : g → G, X 7→ φX1 (e).

注存在性与唯一性由前面的结论保证；注意到 t 7→ expX(t)为 G的唯一单参数子群使得 0处的切向量为 Xe.
根据定义，可以立即得到一些指数映射的性质：

命题 4.10 (指数映射的性质)

♠

exp(tX) = φXt (e) = ρX(t).
exp(tX) exp(sX) = exp((t+ s)X).
exp(−tX) = (exp(tX))−1.

注一般 exp(X) exp(Y ) 6= exp(X + Y ).
例 4.6指数映射的例子

对于 G = R∗，T1G 可等同于 R，对任意 x∂t ∈ T1G，对应的左不变向量场为 Xa = ax∂t，进而可得
γXe (t) = etx，因此 exp(x) = ex.
对于 G = (S1, ·)有 exp : iR = T1S

1 → S1, ix 7→ eix.
对于 G = (Rn,+)有 exp : Rn = T0Rn → Rn, exp(x) = x.
对于 G = GL(n,R)有 exp : gl(n,R) → GL(n,R), A 7→ eA = I +A+ A2

2! + · · · .
下面证明指数映射的一个重要性质.

命题 4.11

♠
指数映射 exp : g → G光滑，并且 (d exp)0 = Idg : T0g ∼= g → g ∼= TeG.

注这里的 Idg 需要在同构意义下考虑.
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4.4 指数映射

证明 考虑 G× g上的（光滑）完备向量场 X̃(g,X) = (Xg, 0)，它生成的流恰好为

Φ̃ : R×G× g → G× g, (t, g,X) 7→ (φXt (g), X),

可以复合得到 exp：

exp : g ↪→ R×G× g → G× g → G, X 7→ (1, e,X) 7→ (φX1 (e), X) 7→ φX1 (e),

故 exp光滑（同样可得）.
进一步，对任意 X ∈ T0g ∼= g，由于 exp(tX) = φXt (e) = γXe (t)，因此

(d exp)0X = (d exp)0
d(tX)

dt
=

d

dt

∣∣∣∣
t=0

exp(tX) = Xe.

推论 4.2

♥指数映射 exp是 0处的局部微分同胚.

下述定理说明，指数映射确实是连接李群与李代数的桥梁.

定理 4.4 (exp is nature)

♥

设 φ : G→ H 为李群同态，则有如下交换图：

g h

G H

dϕ

exp exp

ϕ

证明 对任意 X ∈ g，γ(t) = φ(exp(tX))为 H 的单参数子群，它在 e处的切向量为

γ̇(0) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

φ ◦ exp(tX) = dφe ◦ (d exp)0 ◦ (tX)(∂t|t=0) = dφe(X),

根据单参数子群与 g的对应可得 φ(exp(tX)) = exp(tdφ(X)).

¶Baker-Campbell-Hausdorff公式

虽然一般 exp(tX) exp(tY ) 6= exp(t(X + Y ))，但我们还是想知道它们之间相差多少，借助简单的求导可以
得到一个初步的结果：

命题 4.12

♠

设 X,Y ∈ g，则存在光滑映射 Z : (−ε, ε) → g使得对任意 t ∈ (−ε, ε)有

exp(tX) exp(tY ) = exp(t(X + Y ) + t2Z(t)).

证明 由于 exp为 0处的局部微分同胚，因此存在 ε > 0使得 φ(t) = exp−1(exp(tX) exp(tY ))在 (−ε, ε)上良定
且光滑，首先 φ(0) = 0，进一步求导可得

φ′(0) = (d exp0)
−1

(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

exp(tX) +
d

dt

∣∣∣∣
t=0

exp(tY )

)
= X + Y,

因此 φ(t) = φ(0) + t
∫ 1

0
φ′(ts)ds = t(X + Y ) + t2Z(t).

其中 Z(t)的具体表达式被称为 Baker-Campbell-Hausdorff公式：

Z(t) =
1

2
[X,Y ] +

t

12
([X, [X,Y ]]− [Y, [X,Y ]]) +

t2

24
[X, [Y, [X,Y ]]] + · · · ,

其存在性可如下表达：

54



4.4 指数映射

定理 4.5 (Baker-Campbell-Hausdorff)

♥

当 X,Y ∈ g充分小时，有

exp(X) exp(Y ) = exp

X + Y +
∑
m⩾2

Pm(X,Y )

 ,

其中 Pm 为m次李多项式，即关于 X,Y 的交换子复合m− 1次的表达式.

注关于其具体形式在此不做讨论，特别当 G为交换群时有 exp(X) exp(Y ) = exp(X + Y ) = exp(Y ) exp(X).
最后我们借助指数映射的 Taylor展开，将一开始的结果多算一阶.
对任意 X ∈ g, f ∈ C∞(G)有

(Xf)(a) = Xaf = (dLa)e(Xe)(f) = Xe(f ◦ La) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

f(a exp(tX)),

进而对任意 t ∈ R有

(Xf)(a exp(tX)) =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

f(a exp(tX) exp(sX)) =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

f(a exp((t+ s)X)) =
d

dt
f(a exp(tX)),

由此可得

(Xkf)(a exp(tX)) =
dk

dtk
f(a exp(tX)) ⇒ (Xkf)(a) =

dk

dtk

∣∣∣∣
t=0

f(a exp(tX)).

这一结论可以推广到多元：对 X1, · · · , Xk ∈ g有

(X1 · · ·Xkf)(a) =
∂k

∂t1 · · · ∂tk

∣∣∣∣
t1=···=tk=0

f(a exp(t1X1) · · · exp(tkXk)).

命题 4.13

♠

设 f ∈ C∞(G)，则对 X1, · · · , Xn ∈ g以及充分小的 |t|有

f(exp(tX1) · · · exp(tXn)) = f(e) + t
∑
i

(Xif)(e) +
t2

2

∑
i

(X2
i f)(e) + 2

∑
i<j

(XiXjf)(e)

+O(t3)

注考虑 f(exp(t1X1) · · · exp(tnXn))以及多元展开也有类似结果.
证明 记 φ(t) = f(exp(tX1) · · · exp(tXn))，则 φ(0) = f(e)，根据上面的结果可得

φ′(0) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

f(exp(tX1) · · · exp(tXn)) =

n∑
i=1

(Xif)(e),

φ′′(0) =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

d

dt

∣∣∣∣
t=s

f(exp(tX1) · · · exp(tXn))

=
∂2

∂s∂t

∣∣∣∣
s=t=0

f(exp(tX1) exp(sX1) · · · exp(tXn) exp(sXn))

=
d

ds

∣∣∣∣
s=0

(X1f + · · ·+Xnf) exp(sX1) · · · exp(sXn)

= (X1 + · · ·+Xn)
2f(e)

=
∑
i

(X2
i f)(e) + 2

∑
i<j

(XiXjf)(e),

根据 Taylor展开的定义即得.
特别地，取 f = exp−1 可得
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推论 4.3

♥

设 X1, · · · , Xn ∈ g，对充分小的 |t|有

exp(tX1) · · · exp(tXn) = exp

t n∑
i=1

Xi +
t2

2

∑
1⩽i<j⩽n

[Xi, Xj ] +O(t3)

 .

注特别地

exp(tX) exp(tY ) = exp

(
tX + tY +

t2

2
[X,Y ] +O(|t|3)

)
.

证明 考虑 exp在 0 ∈ g附近的逆 f 使得 f(exp(tX)) = tX（t充分小），则根据前面的讨论可得

(Xf)(e) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

f(exp(tX)) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

tX = X,

(Xnf)(e) =
dn

dtn

∣∣∣∣
t=0

f(exp(tX)) =
dn

dtn

∣∣∣∣
t=0

tX = 0,

注意到 f(e) = 0以及 ∑
i

X2
i + 2

∑
i<j

XiXj = (X1 + · · ·+Xn)
2 +

∑
i<j

[Xi, Xj ],

借助前述命题，对两边取逆可得

exp(tX1) · · · exp(tXn) = exp

t∑
i

Xi +
t2

2

∑
i<j

[Xi, Xj ] +O(t3)

 .

¶李群的伴随表示

定义 4.10 (李群表示)

♣
设 G为李群，称李群同态 ρ : G→ GL(V )为一个李群表示，其中 V 为线性空间.

注当 dimV <∞时称之为有限表示；若 ρ为单同态，则称之为忠实表示.
对于李群 G，考虑共轭映射

c(g) : G→ G, x 7→ gxg−1,

显然 c(g) = Lg ◦Rg−1 光滑，因此对任意 g ∈ G，它诱导李代数同态（c(g)可逆说明它实际上是同构）

Ad(g) = Adg := dc(g) : g → g,

由此得到一个映射
Ad : G→ GL(g),

根据链式法则可得 dc(g1g2)e = dc(g1)e ◦ dc(g2)e，故 Ad也是一个群同态，事实上可以证明 Ad为李群同态.

命题 4.14 (李群伴随表示的光滑性)

♠
伴随表示 Ad : G→ GL(g)为一个李群同态.

证明 只需证明它是光滑的，通过取 g的一组基 E1, · · · , En将GL(g)等同于GL(n,R)，只需证明对任意 i, j，矩
阵分量 (Ad(g))ij = Ej(Ad(g)(Ei))光滑即可（其中 Ej 为 Ej 的对偶基）.
考虑光滑映射 C : G×G→ G, (g, h) 7→ ghg−1，则对任意 g ∈ G,X ∈ g有

Ad(g)(X) = dc(g)(X) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

c(g)(exp(tX)) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

C(g, exp(tX)) = dC(g,e)(0, Xe),

56



4.4 指数映射

注意到 dC : TG× TG→ TG光滑，因此当 X 固定时 Ad(g)(X)（关于 g）可表达为光滑映射的复合：

G→ TG→ TG× TG→ TG, g 7→ 0g 7→ (0g, Xe) 7→ dC(g,e)(0g, Xe),

得证.
进一步可以计算伴随表示的诱导映射，事实上它恰好是李代数 g的伴随表示.

命题 4.15 (李群伴随表示⇝李代数伴随表示)

♠

设 G为李群，则 d(Ad) = ad，其中

ad : g → gl(g), X 7→ adX = {Y 7→ [X,Y ]}

为对应李代数 g的伴随表示.

证明 对任意 X,Y ∈ g有

d(Ad)(X)(Y ) =

(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

Ad(exp(tX))

)
Y =

d

dt

∣∣∣∣
t=0

(Ad(exp(tX))Y ),

根据定义有 Ad(g) = dc(g) = dRg−1 ◦ dLg，只考虑单位元处的取值可得

(Ad(exp(tX))(Y ))e = dRexp(−tX) ◦ dLexp(tX)(Ye) = dRexp(−tX)(Yexp(tX)),

注意到 γXe (t) = φXt (e) = exp(tX), Rexp(−tX) = φX−t(e)，根据李导数的定义可得

(d(Ad)(x)(Y ))e =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(dφX−t)ϕX
t (e)(YϕX

t (e)) = [X,Y ]e,

故 d(Ad)(X)(Y ) = adX(Y ).

¶李群中的连续同态

一开始证明过，李群中乘法的光滑性蕴含取逆的光滑性（因此定义中只需要前者），事实上李群间的连续同
态总是光滑的.

引理 4.2

♥设 G为李群，φ : R → G为连续同态，则 φ是光滑的.

证明 只需证明 φ在 0附近的光滑性，思路是说明它与一个光滑函数在稠密子集上相同.
设 U, V 分别为 0 ∈ g, e ∈ G的邻域，使得 exp |U : U → V 为微分同胚（不妨设 U 为星形域，即 tU ⊂ U, ∀t ∈

(0, 1)），记 U ′ = U/2，不妨设 [−1, 1] ⊂ φ−1(exp(U ′))，记 φ(1) = exp(X)，下证：φ(t) = exp(tX), ∀t ∈ [−1, 1]，
根据连续性，只需证明对任意 r = m/n ∈ Q ∩ [−1, 1]有 φ(r) = exp(rX)，而这可以归结到两点：

φ(m) = exp(mX)：这是显然的.
φ(1/n) = exp(X/n)：设 φ(1/n) = exp(Y )，则 exp(nY ) = (φ(1/n))n = φ(1) = exp(X)，只需证明每个
nY ∈ U，根据双射即得 Y = X/n.
首先 Y ∈ U ′，因此 2Y = Y + Y ∈ U，根据 exp(2Y ) = φ(2/n) ∈ exp(U ′)以及单性可知 2Y ∈ U ′，以此类
推可知 nY ∈ U ′，即 X = nY .
φ(−m/n) = exp(−mX/n)：这也是显然的.

定理 4.6 (连续⇒光滑)

♥设 φ : G→ H 为李群间的连续同态，则它是光滑的.

证明 只需证明单位元附近光滑，设 X1, · · · , Xn 为 g的一组基，考虑光滑映射

α : Rn → G, (t1, · · · , tn) 7→ (exp t1X1) · · · (exp tnXn),

由于 φ(exp(tXi))为 R到G的连续同态，因此它光滑，进而 φ ◦α光滑.注意到 0是 α的正则值，设 α|U : U → V

为微分同胚，则 φ ◦ α ◦ α|−1
U : V ⊂ G→ H 光滑，得证.
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推论 4.4 (拓扑群上李群结构的唯一性)

♥设拓扑群 G满足 C2+局部欧，则其上至多存在一个光滑结构使之为李群.

证明 考虑恒同映射.

4.5 子群与子代数的关系

¶李子群

定义 4.11 (李子群)

♣

设 H 为李群 G的子群，若 H 同时为 G的浸入子流形，且群乘法 µH : H ×H → H 光滑，则称 H 为 G

的李子群.

注
若 H 为 G的李子群，则 ιH : H ↪→ G为李群单同态.
根据定义，H 未必为 G的嵌入子流形.
对于李群 G的子群 H，若它是 G中的闭集则称之为 G的闭子群；若它还是 G的李子群则称之为闭李子
群.
借助陪集分解可得，拓扑群的开子群是闭的.

引理 4.3 (开子群⇒闭子群)

♥设 G为拓扑群，则其开子群同时为闭子群.

证明 设 H 为 G的开子群，做陪集分解 G =
⊔
g∈G gH，而每个 gH 依然是开集，因此 H = G\

⊔
g ̸=e gH 为闭

集.

¶李子群的流形结构

这一小节中“正则嵌入”指前面的“嵌入”，“嵌入”指“单浸入”，“拟正则嵌入”指带有某种泛性质的“单
浸入”.

定理 4.7 (嵌入子流形与李子群)

♥

设 G为李群，H 为其子群，则
若 H 为拟正则嵌入子流形，则 H 是 G的李子群.
若 H 为正则嵌入子流形，则 H 是 G的闭李子群.

注正则嵌入的像是局部闭的（见 GTM102 P17）.
证明 (1)设 H 为拟正则嵌入子流形，则只需证明群乘法 ν : H ×H → H 光滑，注意到 µ|H×H = ι ◦ ν，根据拟
正则嵌入的定义即得.

(2)进一步若H 为正则嵌入子流形，首先它是李子群，并且是 G的局部闭集，因此为H 的相对开子集，而
H 为 G的拓扑子群，因此 H ⊂ H 开说明它闭，即 H = H，说明 H ⊂ G闭.

定理 4.8

♥

设 A为李群 G的子群，若 A上有光滑流形结构使得 (A, ι)为 G的正则嵌入子流形，则这样的结构是唯
一的，并且在该结构下 A为李群（因此为 G的李子群）.
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证明 通过将 TeA左平移，可以给出 G上的光滑分布 V，只需证明 A是 V 的过 e的积分子流形，进而 A是拟正
则嵌入子流形说明它是李子群，唯一性可通过拟正则嵌入的泛性质得到.

上述定理说明，李群的子集（如果可以）成为一个李子群，那么它的结构（拓扑结构、光滑结构、群结构）
是唯一的.进一步，在李群中，何时拟正则子流形是正则的？下面的定理给出了一些刻画.

引理 4.4 (连续同态⇒开)

♥设 A,B 为 C2+LCH群，φ : A→ B 为连续满同态，则 φ为开映射，进一步若 φ单，则它是一个同胚.

注 LCH空间是第二纲集.
证明 只需证明：对任意开集 U 3 eA，eB 为 φ(U)的内点.首先取 eA的紧邻域 V 使得 V V −1 ⊂ U，根据 A2可知
存在 a1, a2, · · · ∈ A使得 A =

⋃∞
n=1 anV，进而 B =

⋃∞
n=1 φ(an)φ(V )（并且每个 φ(an)φ(V )都是紧集）.由于 B

为第二纲集，因此必然存在某个 φ(an)φ(V )有内点（即不全是疏集），即 φ(V )有内点 φ(b)，因此 eB = φ(b)φ(b)−1

为 φ(V )φ(V )−1 的内点，进而为 φ(U)的内点，得证.

定理 4.9 (拟正则 +?=正则)

♥

设 G为李群，H 为其李子群，则 H 为 G的拟正则嵌入子流形，并且下述等价：
1. H 为 G的拓扑子群.
2. H 为 G的正则嵌入子流形.
3. H 为 G的闭子集.

注这一结论说明，只需要验证李子群的闭性，就能得到它是一个正则嵌入子流形.事实上，有更强的 Gartan闭
子群定理：李群 G的任意闭子群 H 都是其（正则嵌入）子流形.
证明 首先由于 H 为 Vh 的（对合）积分流形，因此它是拟正则嵌入的.注意到 1 ⇒ 2是定义，2 ⇒ 3是显然的
（根据前几节的结论），下证 3 ⇒ 1.

设 H 为 G的闭子集，则 H 在子空间拓扑下是 C2+LCH的，这时 Id : (H, T ) → (H, TG)为连续群同构（连
续性由子空间拓扑的泛性质可得），故为同胚，即 H 为 G的拓扑子群.
例 4.7

非闭李子群（不是正则嵌入子流形）：考虑李群 T2 以及其李子群 H = {(eit, eiαt) : t ∈ R}, α ∈ R\Q
（ι : R ↪→ H），它不是闭的（因为 H 在 G中稠密）.
On(R)是 GLn(R)的闭李子群，它们的李代数分别为 on(R), gln(R).

¶李子群的李代数

设 H 为 G的李子群，h, g分别为二者的李代数，则 dι(h)为 g的子代数（注意到 dι单，因此 h也可视为 g

的子代数）.
另一方面，任意 h ⩽ g都可以给出 G上的一个光滑分布 Vh，它由 h的一组基生成，并且 h为李代数说明它

是对合的，根据 Frobenius定理可知它可积，进而可以给出该分布在G单位元处的极大积分子流形，并且证明它
是一个李子群.

借助如上观察，我们给出了李群的李子群与其李代数的李子代数间的对应，后面会证明李群的基本定理之
一：连通李子群与李子代数一一对应.为了讨论这一点，我们约定李子群之间的等价关系：称 (H1, φ1), (H2, φ2)

等价，若存在李群同构 α使得 φ1 ◦ α = φ2.

引理 4.5 (李群由单位元邻域生成)

♥
设 G为连通李群，U 为单位元 e的一个邻域，则 G =

⋃∞
n=1 U

n.

证明 取 e的开邻域 V ⊂ U 使得 V = V −1（不妨直接考虑 U ∩ U−1，更容易取这样的 V），考虑H =
⋃∞
n=1 V

n，
它是 G的开子群，因此也为闭子群，根据 G的连通性可知 G = H ⊂

⋃∞
n=1 U

n，得证.
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定理 4.10 (李子代数⇝(连通)李子群)

♥
设 G为李群，g为其李代数，h̃ ⩽ g，则存在 G的唯一连通李子群 H 使得 dι(h) = h̃.

证明 根据 Frobenius 定理，记 V h̃ 在 e 处的极大积分子流形为 H，对任意 g ∈ H，根据极大性可知 Lg(H) =

Lg−1(H) = H，因此 ι : H → G为群同态，进一步设 µH : H ×H → H 为群乘法，由于积分子流形是拟正则嵌
入子流形，而 µ|H×H 光滑，因此 µH 光滑，因此 (H, ι)为 G的李子群，并且易得 dι(h) = h̃.

H ×H G

H

µ|H×H

µH

ι

K G

H

ι′

∃!η
ι

此外假设还有其它李子群 (K, ι′)满足条件，则 K 也是相同分布的过单位元的积分子流形，根据 H 的极大
性可得 ι′(K) ⊂ ι(H)，并且存在光滑映射 η : K → H 满足 ι′ = ι ◦ η（它是一个李群单同态），特别的，η为单位
元附近的局部微分同胚（K,H 维数相等），因此根据引理可知K = H .

推论 4.5

♥

设 G为李群，g为其李代数.
g的李子代数与 G的连通李子群一一对应.
对 G的任意李子群 (H, ι)，其任意连通分支都是 Vdι(h) 的极大积分子流形.

¶Cartan闭子群定理

接下来证明李群中的一个重要结论：

定理 4.11 (Cartan)

♥设 G为李群，H 为其闭子群，则 H 是 G的闭李子群.

注根据前面的结论，G的李子群H 是闭的等价于它是正则嵌入子流形或拓扑子群，因此闭子群上的拓扑是确定
的（子空间拓扑），并且根据前面的结论，其上的李群结构也是唯一的.
借助该定理，可以得到李群同态的核依然是李群.

推论 4.6 (李群同态的核)

♥设 φ : G→ H 为李群同态，则 H = Kerφ为 G的闭李子群，并且其李代数恰好为 h = Ker dφ.

证明 易得 H 为 G的闭李子群，进一步 X ∈ h当且仅当 exp(tX) ∈ H, ∀t ∈ R，即

φ(exp(tX)) = exp(tdφ(X)) = e⇔ dφ(X) = 0.

为了证明闭子群定理，首先给出如下引理：

引理 4.6

♥

设 A 为 G 的子群，a 为 g 的子空间，U ⊂ g 为 0 的邻域，使得 exp |U : U → V 为微分同胚，假设
exp(U ∩ a) = V ∩A，则 A为 G的（正则嵌入）李子群，a为 g的李子代数.

证明 设 φ : exp |U∩a : U ∩ a → V ∩ A，则在子空间拓扑下 (φ−1, A ∩ V, a ∩ U)为 e ∈ A处的一个坐标卡，进而
通过左平移可以得到 A中任意处的坐标卡.类似地，其上的光滑结构可由 {(φ−1 ◦ La−1 , A ∩ aV ) : a ∈ A}确定，
此时 A为 G的正则嵌入子流形，故为 G的（闭）李子群，根据上一命题易得 a为 A的李代数.

根据上述引理，主要定理的证明分为如下步骤：
1. 定义 h = {X ∈ g : exp(tX) ∈ h, ∀t ∈ R}，证明它是 g的子空间.
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2. 证明存在 U, V 满足上述引理，进而完成证明（这里借助反证，通过闭性导出矛盾）.

引理 4.7

♥

设 G为李群，则对任意 X,Y ∈ g有

exp(tX) exp(tY ) = exp(t(X + Y ) +O(t2)), t→ 0.

证明 当 t充分小时，存在 g中的光滑曲线 Z(t)满足 exp(tX) exp(tY ) = exp(Z(t))，两边在 0处求导可得

Ż(0) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

exp(tX) exp(tY ) = X + Y,

因此作 Taylor展开可得 Z(t) = t(X + Y ) +O(t2).

命题 4.16 (Step 1)

♠h是 g的子空间.

证明 只需证明加法封闭性，设 X,Y ∈ h，则对任意 t都有 exp(tX) exp(tY ) ∈ H，根据引理可得

exp t(X + Y ) = lim
n→∞

(
exp

tX

n
exp

tY

n

)n
,

根据 H 中乘法、极限的封闭性可得 X + Y ∈ h.

引理 4.8

♥

赋予 g一个内积，假设 {Xi} ⊂ g满足
Xi 6= 0, ∀i ∈ N且 limn→∞Xn = 0.
exp(Xi) ∈ H, ∀i ∈ N.
limn→∞Xn/|Xn| = X ∈ g.

则 X ∈ h.

证明 固定 t 6= 0，设 ni = [t/|Xi|]（整数部分），则

|niXi − tX| ⩽
∣∣∣∣ni − t

|Xi|

∣∣∣∣ |Xi|+ t

∣∣∣∣ Xi

|Xi|
−X

∣∣∣∣→ 0, i→ ∞,

因此
exp(tX) = lim

i→∞
exp(niXi) = lim

i→∞
(expXi)

ni ∈ H,

进而 X ∈ h.

命题 4.17 (Step 2)

♠存在邻域 U, V 满足前述引理.

证明 设 g = h⊕ h′，考虑光滑映射

Φ : g = h⊕ h′ → G, X + Y 7→ expX expY,

则 dΦ0 = Id说明 Φ在 0附近为微分同胚，注意到 Φ|h = exp |h，因此只需证明 Φ将 0 ∈ h的邻域映到 e ∈ H 的
邻域.

假设结论不成立，则存在 {Xi+Yi} ⊂ h⊕h′使得Xi+Yi → 0.由于Φ(Xi+Yi), expXi ∈ H，因此 expYi ∈ H，
不妨设 Yi 6= 0，Y ∈ h′ 为 {Yi/|Yi|}的一个极限点，则根据引理可得 Y ∈ h，因此 Y = 0，与 |Y | = 1矛盾.

¶线性李群及其李代数

最大的线性李群为一般线性群 GL(n,R)，其李代数为 gl(n,R)（包含所有 n阶方阵，李括号为矩阵的交换
子），它有两个连通分支 GL+(n,R), GL−(n,R)，分别包括行列式为正/负的矩阵，对于 A ∈ gl(n,R)，考虑映射
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4.6 李基本定理

e·A : R → GL(n,R)定义为

etA := I + tA+
(tA)2

2!
+

(tA)3

3!
+ · · · ,

注意到该映射可以由一列映射内闭一致逼近，因此它是连续的，注意到当 AB = BA时有 eA+B = eAeB，因此
上述映射是一个群同态，因此为李群同态，此外 d

dt

∣∣
t=0

etA = A，故而得到一般线性群上的指数映射为

exp : gl(n,R) → GL(n,R), A 7→ eA.

例 4.8特殊线性群 GL(n,R)有子群 SL(n,R) = {A ∈ GL(n,R) : detA = 1}，由于 1是 det的正则值，因此它
是 n2 − 1维李子群，借助指数映射可得其李代数为（注意 det eA = etrA）

sl(n,R) = {A ∈ gl(n,R) : det eA = 1} = {A ∈ gl(n,R) : trA = 0}.

例 4.9正交群 GL(n,R)有子群 O(n) = {A ∈ GL(n,R) : ATA = I}，考虑映射

f :M(n,R) → Sym(n,R), A 7→ ATA,

容易验证 dfA(B) = ATB+BTA，当 A可逆时 dfA为满射，因此 I 是 f |GL(n,R)的正则值，故 O(n)为 n(n−1)
2 维

李子群，同样借助指数映射可得其李代数为

o(n) = {A ∈ gl(n,R) : eA
T

eA = eA
T+A = I} = {A ∈ gl(n,R) : AT +A = 0}.

例 4.10辛群 考虑 Sp(2n,R) = {A ∈ gl(2n,R) : ATJA = J}，其中 J =

(
0 I

−I 0

)
，它是 n(2n + 1)维李子群，

其李代数为
sp(2n,R) = {A ∈ gl(2n,R) : JA+ATJ = 0}.

上面通过 ATBA = B的条件给出了许多李子群，这可以进一步推广：设 β : Rn ×Rn → R为一个双线性型
（记其在标准基下对应矩阵为 B），考虑

GLβ(n,R) = {X ∈ GL(n,R) : β(Xu,Xv) = β(u, v), ∀u, v ∈ Rn} = {X ∈ GL(n,R) : XTBX = B}.

命题 4.18 (GL(n,R)的一类李子群)

♠

GLβ(n,R)为 GL(n,R)的李子群，其李代数为

glβ(n,R) = {A ∈ GL(n,R) : ATB +BA = 0}.

证明 根据后面的 Cartan闭子群定理可知 GLβ(n,R)为李子群，下面给出它的李代数，A ∈ glβ(n,R)当且仅当
对任意 t ∈ R 有 etA ∈ GLβ(n,R)，即 etA

T

BetA = B，两边在 t = 0 处求导可得 ATB + BA = 0；反之若
ATB = −BA⇔ (tA)TB = B(−tA)，则根据定义可得 etA

T

B = Be−tA，即 etA
T

BetA = B，得证.
例 4.11酉群 上面的例子可以对应到复数，例如 U(n) = {A ∈ GL(n,C) : A∗A = I}就是GL(n,C)的李子群，其
李代数为

u(n) = {A ∈ gl(n,C) : A∗ +A = 0}.
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4.6 李基本定理

4.7 李群上的覆叠
设 π : M → N 为覆叠映射（其中M 为拓扑空间，N 为光滑流形），则M 上的拓扑自然是 C2+局部欧的，

并且可以将 N 上的基本开邻域拉回为M 的光滑结构，使得M 成为一个光滑流形（此时 π也为光滑映射）.进
一步，李群 G的泛覆叠空间上也可以赋予李群结构.

定理 4.12 (李群泛覆叠空间上的李群结构)

♥

设 G为李群，π : G̃ → G为泛覆叠映射，则对任意 ẽ ∈ π−1(e)，G̃上存在唯一以 ẽ为单位元的李群结构，
同时 π为李群同态.

注这一结论似乎对 G上的一般覆叠也成立.
证明 考虑光滑映射

α : G̃× G̃→ G, (x̃, ỹ) 7→ π(x̃)π(ỹ),

则对于 (ẽ, ẽ) ∈ G̃× G̃, e = π(ẽ)，存在提升 α̃ : G̃× G̃→ G̃满足 π ◦ α̃ = α, α̃(ẽ, ẽ) = ẽ，下证 (G̃, α̃)确实为群.
封闭性：显然.
单位元：对任意 x̃ ∈ G̃有 π ◦ α̃(ẽ, ẽ) = α(x̃, ẽ) = π(x̃)，这说明对任意 π(Rẽ(x̃)) = π(x̃) = π(Id(x̃))，即
Rẽ, Id都是 π的提升，根据唯一性可知 Rẽ = Id，即 ẽ为单位元.
结合律：类似地，考虑 β1, β2 : G̃× G̃× G̃→ G̃，其中

β1(x̃, ỹ, z̃) = α̃(α̃(x̃, ỹ), z̃), β2(x̃, ỹ, z̃) = α̃(x̃, α̃(ỹ, z̃)),

它们都是 (x̃, ỹ, z̃) 7→ π(x̃)π(ỹ)π(z̃)的提升，同样根据唯一性可得.
逆元：同样的思路，将 i ◦ π : G̃→ G, x̃ 7→ π(x̃)−1 提升即可.

(G̃, ẽ)

(G̃× G̃, (ẽ, ẽ)) (G, e)

π

α

α̃

(G̃, ẽ)

(G̃, ẽ) (G, e)

π

π

Rẽ

Id

命题 4.19

♠设 G,H 为连通李群，φ : G→ H 为李群同态，则 φ为覆叠映射当且仅当 dφe : TeG→ TeH 为同构.

证明 一边显然（光滑覆叠是局部微分同胚），假设 dφe为同构，则 φ是局部微分同胚，根据齐性，只需证明 e附
近存在基本开邻域.
首先 φ−1(e)是离散的（零维流形），因此可取 e的开邻域 V 使得 V V −1∩φ−1(e) = {e}，断言 φ|V : V → φ(V )

为单射（若 φ(x) = φ(y)则 φ(xy−1) = e，即 x = y），进一步容易验证 φ(V )为基本开邻域（包括 φ−1(φ(V )) =⋃
g∈ϕ−1(e) gU 等）.

¶单连通李群

定理 4.13 (李代数同态⇝李群同态)

♥

设 G,H 为李群（G 单连通），g, h 为各自的李代数，ψ : g → h 为李代数同态，则存在唯一李群同态
φ : G→ H 使得 ψ = dφ.

证明 考虑 g⊕ h（这是G×H 的李代数）的李子代数 k = graph(ψ) = {(x, y) ∈ g⊕ h : y = ψ(x)}，则存在G×H

的李子群K 使得 k为K 的李代数，考虑李群同构 ϕ : K ↪→ G×H → G（首先它是李群同态，容易验证它是双
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射且为局部微分同胚），令 φ = π2 ◦ ϕ−1 : G→ K → H，则它是李群同态并且 dφ = ψ，唯一性显然.

推论 4.7

♥若单连通李群 G,H 有同构的李代数，则 G ∼= H（李群意义下）.

Ado给出过一个结论：任一李代数都是某个 gln(R)的李子代数，由此可知若 g为李代数，则存在单连通李
群 G，

定理 4.14

♥李代数的同构类与单连通李群一一对应.

¶局部同构群

前面提到过，李群G的李代数 g对应了G单位元所在的连通分支G0，事实上后面会证明，g完全决定了G

的局部性质.

4.8 李群上的微积分

¶左不变形式

仿照左不变向量场，可以定义李群上的左不变形式

定义 4.12 (左不变形式)

♣
设 G为李群，若 ω ∈ Ωk(G)满足 (Lg)

∗ω = ω，则称它是 G上的左不变 k-形式，其全体记为 Ωkinv.

注
特别的，左不变 0-形式恰好为 G上的常函数全体.
根据拉回的形式可知对任意 α ∈ Ωkinv(G), β ∈ α ∈ Ωlinv(G)有

(Lg)
∗(α ∧ β) = (Lg)

∗α ∧ (Lg)
∗β = α ∧ β,

因此所有左不变形式也构成一个分次子环 Ω∗
inv(G) =

⊕dimG
k=0 Ωkinv(G).

与左不变向量场类似，左不变 1-形式也可以通过一个 ωe ∈ T ∗
eG生成.

设 α ∈ Ω1
inv(G), X ∈ g，则

(Lg)
∗(α(X)) = (Lg)

∗(ιXα) = (Lg)
∗(ι(dLg)Xα) = ιX(Lg)

∗α = α(X),

即 α(X) ∈ Ω0
inv(G)，这说明每个左不变 1-形式可以视为左不变向量场空间 g上的线性泛函，故 Ω1

inv(G)为 g的
对偶空间，记作 g∗.进一步对任意 X,Y ∈ g，α ∈ g∗ 的微分满足

dα(X,Y ) = X(α(Y ))− Y (α(X))− α([X,Y ]) = −α([X,Y ]),

即
dα(X,Y ) + α([X,Y ]) = 0.

上述方程称为Maurer-Cartan方程（此外左不变 1-形式也称为Maurer-Cartan形式）.
若取 g的一组基 (X1, · · · , Xn)以及 g∗ 中相应的对偶基 (α1, · · · , αn)，可设

[Xi, Xj ] =

n∑
k=1

CkijXk,

其中 {Ckij}称为 G在这一组基下的结构常数，进一步若设

dαk =
∑
i<j

aijk αi ∧ αj ,
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则上述方程说明

aijk =
∑
i<j

aijk (αi ∧ αj)(Xi, Xj) = dαk(Xi, Xj) = −αk([Xi, Xj ]) = −Ckij ,

因此
dαk = −

∑
i<j

Ckijαi ∧ αj = −1

2

∑
i,j

Ckijαi ∧ αj .

¶

¶左不变度量

定义 4.13 (左不变度量)

♣

设 G为李群，若其上的 Riemann度量 〈−,−〉满足

(Lg)
∗〈x, y〉p = 〈(Lg)∗(x), (Lg)∗(y)〉gp, ∀x, y ∈ TpG,

则称 〈−,−〉为其上的一个左不变度量.

注类似可定义右不变度量，若一个 Riemann度量同时是左、右不变的，则称之为双不变度量 (bi-invariant).

命题 4.20 (紧李群上双不变度量的存在性)

♠紧李群上总存在双不变度量.

证明
事实上，双不变度量的存在性可以如下刻画：

定理 4.15 (Milnor)

♥李群 G存在双不变度量当且仅当 G ∼= N ×H，其中 N 为紧李群，H 为 Abel李群.

引理 4.9

♥
设 g为 G上的双不变度量，则 ad∗X = −adX .

证明 根据双不变性可得
〈Adexp(tX)(Y ),Adexp(tX)(Z)〉 = 〈Y, Z〉,

而 adX(Y ) = d
dt |t=0Adexp(tX)(Y )，因此上式在 t = 0处求导可得

〈adX(Y ), Z〉 = −〈Y, adX(Z)〉 = 〈Y, ad∗XZ〉,

故 adX = −(adX)∗.
若李群 G赋双不变度量，则其上 Levi-Civita联络可以比较简单的计算. 对于 (G, g)，其上的 Koszul公式为

2g(∇XY, Z) = g([X,Y ], Z)− g([X,Z], Y )− g([Y, Z], X),

而李代数的伴随表示满足 adX(Y ) = [X,Y ]，因此

g(∇XY, Z) =
1

2
(g([X,Y ], Z)− g(adX(Z), Y )− g(adY (Z), X))

=
1

2
(g([X,Y ], Z)− g(Y, ad∗X(Y ))− g(ad∗Y (X), Z))

=
1

2
g([X,Y ]− ad∗X(Y )− ad∗Y (X), Z),

这说明
∇XY =

1

2
([X,Y ]− ad∗X(Y )− ad∗Y (X)),
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其中 ad∗X 为 adX 的对偶，g双不变说明 (adX)∗ = −adX，因此

∇XY =
1

2
[X,Y ].

推论 4.8

♥设 g为 G上的双不变度量，∇为 Levi-Civita联络，则对任意 X,Y ∈ g，∇XY 也为左不变向量场.

引理 4.10

♥
设 g为 G上的双不变度量，则对任意 X,Y ∈ g，〈X,Y 〉为常函数.

设 X,Y, Z,W ∈ g，则

0 = Y (g(∇XZ,W )) = g(∇Y∇XZ,W ) + g(∇XZ,∇YW ),

即 g(∇Y∇XZ,W ) = −g(∇XZ,∇YW ),计算 Riemann曲率得到

R(X,Y, Z,W ) = g(R(X,Y )Z,W )

= g(∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z,W )

= −g(∇Y Z,∇XW ) + g(∇XZ,∇YW )− g(∇[X,Y ]Z,W )

= −1

4
g([Y, Z], [X,W ]) +

1

4
g([X,Z], [Y,W ]) +

1

2
g([[Y, Z], X],W ) +

1

2
g([[Z,X], Y ],W ),

其中

g([[Y, Z], X],W ) = g(−[X, [Y, Z]],W ) = g(−adX [Y, Z],W ) = g([Y, Z], adX(W )) = g([Y, Z], [X,W ]),

另一项同理，因此

R(X,Y, Z,W ) = −1

4
g([Y, Z], [X,W ]) +

1

4
g([X,Z], [Y,W ]) +

1

2
g([Y, Z], [X,W ]) +

1

2
g([Z,X], [Y,W ])

=
1

4
g([Y, Z], [X,W ]) +

1

4
g([X,Z], [Y,W ]),

特别地
R(X,Y, Y,X) =

1

4
||[X,Y ]||2 ⩾ 0,

因此可得如下结论：

定理 4.16

♥
若 g为李群 G上的双不变度量，则在 Levi-Civita联络下，其截面曲率K(p)非负.

66



第 5章 流形上的微积分

5.1 余切空间与余切丛

定义 5.1 (余切空间)

♣

设M 为 n维光滑流形，称其在任意 p ∈M 处切空间的对偶空间为M 在该点的余切空间，记为 T ∗
pM :=

(TpM)∗ = L(TpM,R)，其中元素称为该点的余切向量.

注根据定义，任意 ωp ∈ T ∗
pM 都是 TpM 上的一个线性函数.

同样地，将每一点的余切空间并置，可以给出余切丛的定义.

定义 5.2 (余切丛)

♣
设M 为光滑流形，称 T ∗M :=

⋃
p∈M T ∗

pM 以及映射为M 上的余切丛.

注类似切丛，余切丛上有自然的映射 π : T ∗M →M,ωp 7→ p，在稍晚一些我们会讨论其光滑流形结构（其实与
切丛很像）.

正如向量场在每一点处指定了一个切向量（也可以反过来，视为每一点一个切向量的整合），可以定义 1-形
式，它在每一点指定了一个线性泛函.

定义 5.3 (流形上的微分 1-形式)

♣

设M 为光滑流形，映射 ω : M → T ∗M，若对任意 p ∈ M，ω(p) ∈ T ∗
p (M)，则称 ω为M 上的微分 1-形

式（简称 1-形式），若其光滑则称之为一个光滑 1-形式.

注容易看出，1-形式就是余切丛的截面.
例 5.1

对任意光滑函数 f ∈ C∞(M)，可以将微分 df 视为一个 1-形式，因为它在每一点 p ∈ M 指定了一个线性
映射 dfp : TpM → Tf(p)R ∼= R，并且对任意 Xp ∈ TpM 有1

dfp(Xp) = Xp(f),

对流形上的坐标卡 (U, φ) = (U, x1, · · · , xn)，每个坐标映射分量的微分 dx1, · · · , dxn 就是 U 上的一组光滑
1-形式，并且对任意 p ∈ U，dx1p, · · · , dxnp 构成 T ∗

pM 的一组基，这是因为

dxi(∂1) =
∂xj

∂xi
(p) = δij,

因此 dx1p, · · · , dxnp 还是 ∂1, · · · , ∂n 的对偶基！
设 (U, φ) = (U, x1, · · · , xn)为M 的一个坐标卡，则对任意 p ∈ U, f ∈ C∞(M)，都有

dfp =

n∑
i=1

∂f

∂xi
(p)dxip,

或者说在 U 上有

df =

n∑
i=1

∂f

∂xi
dxi,

结合后面的结论，这种分解可以证明微分 df 是光滑 1-形式.
类比向量场截面的光滑性，可以给出 1-形式光滑性的一些刻画，证明是类似的.

1Loring Tu借助不同的记号区分向 Tf(p)R的映射以及向 R的映射，虽然这样可能更清晰些，但它们实际上就是一种当初讨论过的“等同”.
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引理 5.1

♥

设 (U, φ) = (U, x1, · · · , xn)是M 的坐标卡，则 1-形式 ω =
∑
aidx

i 在 U 上光滑当且仅当每个系数 ai =

ci ◦ ω光滑，其中 ci 是分解 ω =
∑
ci(ωp)dx

i
p 的系数.

推论 5.1 (1-形式的光滑性：系数刻画)

♥

设 ω为M 上的 1-形式，则下述等价：
1. ω光滑.
2. M 有一族（光滑）图册，对其中任意坐标卡 (U, φ)，ω =

∑
aidx

i，系数 ai = ai(p)均光滑.
3. 对任意坐标卡 (U, φ)，ω =

∑
aidx

i，系数 ai = ai(p)均光滑.

推论 5.2 (光滑函数的微分是光滑 1-形式)

♥
设 f ∈ C∞(M)，则 df 为M 上的光滑 1-形式.

除了系数刻画，向量场还有一定的导子性，借助它在光滑函数上的作用可以刻画光滑性；同理对于 1-形式
ω，它将向量场映为函数：

ω(X)p = ωp(Xp) ∈ R, ∀p ∈M,

首先证明

引理 5.2

♥
设 ω为M 上的 1-形式，f 为M 上的函数，X 为其上的向量场，则 ω(fX) = fω(X).

证明 对任意 p ∈M，直接计算得到

ω(fX)p = ωp(f(p)Xp) = f(p)ωp(Xp) = (fω(X))p.

命题 5.1 (1-形式的光滑性：向量场刻画)

♠
M 上的 1-形式 ω光滑当且仅当对任意 X ∈ Γ(TM)，ω(X) ∈ C∞(M).

证明 ⇒：设 ω为光滑 1-形式，X 为光滑向量场，任取坐标卡 (U, x1, · · · , xn)，设 ω =
∑
aidx

i, X =
∑
bi∂j，则

其光滑性保证了所有 ai, b
j 光滑，因此

ω(X) =
∑

aib
i ∈ C∞(M).

⇐：任取任意 p ∈M 处的坐标卡 (U, x1, · · · , xn)，则 ω =
∑
aidx

i的系数光滑，考虑X = ∂i，取 U 中一个
鼓包函数 ρ可将 X 延拓为M 上的光滑向量场：

Xp =

ρ(p)Xp, p ∈ U,

0, p /∈ U.

并且存在 p的开邻域 V jp ⊂ U 使得 X 与 X 在 V jp 上取值相同，在其中有 ω(X) = aj 光滑，若设 Vp :=
⋂n
j=1 V

j
p，

则 ω在 Vp 中光滑（因为系数光滑），根据 p的任意性得证.
注上述命题表明，ω可以视为 C∞(M)模-Γ(TM)与 C∞(M)之间的模同态.

¶余切丛的光滑流形结构

类似切丛，对任意坐标卡 (U, φ) = (U, x1, · · · , xn)，首先向 T ∗U 上赋 φ̃的诱导拓扑，其中

φ̃ : T ∗M → R2n, (ωp) 7→ (x1(p), · · · , xn(p), a1(ωp), · · · , an(ωp)),
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5.1 余切空间与余切丛

其中 a1, · · · , an是 ωp作为 dx1p, · · · , dxnp 线性表示的系数，也可以直接记 φ̃ = (π∗φ, a1, · · · , an).将其整合起来给
出

B =
⋃
α

{A : A在T ∗Uα中为开集},

其中 Uα为M 的坐标开邻域，借助相同的手法可以证明B为 T ∗M 的拓扑基，进而容易验证 T ∗M 是拓扑流形，
其坐标卡为 {(T ∗Uα, φ̃α)}（其中 {(Uα, φα)}是M 的坐标卡），依然类似地，可以证明转移映射 φ̃αβ = φ̃β ◦ φ̃−1

α

光滑，即 T ∗M 是 2n维光滑流形.

5.1.1 对偶映射：1-形式的拉回

首先回顾一个线性代数概念：

定义 5.4 (对偶映射)

♣

设 T : U → V 为线性映射，其对偶映射定义为

T ∗ : V ∗ → U∗, ϕ 7→ ϕ ◦ T.

对于光滑映射 F :M → N，其有逐点线性映射 dFp : TpM → TF (p)N，其对偶映射为

(dFp)
∗ : T ∗

F (p)N → T ∗
pM, ωF (p) 7→ ωF (p) ◦ dFp,

这些对偶映射可以同一记作 F ∗，也就是说对任意 Xp ∈ TpM 有

F ∗(ωF (p))(Xp) = (dFp)
∗(ωF (p))(Xp) = ωF (p)(dFp(Xp)).

这里的 F ∗ 也称为余切向量 ωF (p) 关于 F 的拉回，当然，它也可以视为 1-形式之间的拉回

(F ∗ω)p = F ∗(ωF (p)), ∀p ∈M,

最后补充一点：对于光滑映射 F :M → N，可以定义光滑函数 g ∈ C∞(M)的拉回2F ∗g = g ◦ F ∈ C∞(N).
为了证明光滑 1-形式的拉回还是光滑 1-形式，首先证明一些引理.

引理 5.3

♥

设 F :M → N 光滑，则
拉回与微分可交换：对任意 h ∈ C∞(M)有 F ∗(dh) = d(F ∗h).
拉回的加性与积性：对任意光滑 1-形式 ω, τ ∈以及 g ∈ C∞(M)有

F ∗(ω + τ) = F ∗ω + F ∗τ, F ∗(gω) = (F ∗g)(F ∗ω).

证明
1. 只需验证对任意 p ∈M,Xp ∈ TpM 有

F ∗(dh)p(Xp) = d(F ∗h)p(Xp),

而左式为。。。。。。
右式为。。。。。。

2. 加性是显然的，只证明积性.对任意 p ∈M 有

F ∗(gω)p = F ∗(g(F (p))ωF (p)) = g(F (p))F ∗(ωF (p)) = [(F ∗g)(F ∗ω)]p.

推论 5.3 (光滑 1-形式的拉回还是光滑 1-形式)

♥设 F :M → N 光滑，则对 N 上任意光滑 1-形式 ω，其拉回 F ∗ω是M 上的光滑 1-形式.

证明 对任意 p ∈ M，取 p, F (p)处的坐标卡 (U, φ) = (U, x1, · · · , xn), (V, ψ) = (V, y1, · · · , yn)使得 F (U) ⊂ V，

2未来将光滑函数视为 0-形式，则它们都满足一般的 k-形式拉回的定义.
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5.2 流形上的微分形式

设在 V 上有 ω =
∑
aidy

i，则在 U 上有

F ∗ω =
∑

(F ∗ai)F
∗(dyi) =

∑
(F ∗ai)d(F

∗yi)

=
∑

(ai ◦ F )d(yi ◦ F )

=
∑
i,j

(ai ◦ F )
∂F i

∂xj
dxj ,

其系数光滑，因此 F ∗ω光滑.

5.1.2 1-形式在浸入子流形上的限制

设 S ⊂M 为 ι : S →M 的浸入子流形，对任意 p ∈ S，dιp : TpS → TpM 为单射，因此 TpS可以视为 TpM

的一个子空间（此时 dιp 也是子空间的嵌入）.考虑M 上的 1-形式 ω，可以定义其在 S 上的限制为

(ω|S)p(Xp) = ωp(Xp), ∀p ∈ S,Xp ∈ TpS.

事实上，这种限制恰好是单浸入映射 ι的拉回.

命题 5.2 (1-形式的限制 =单浸入的拉回)

♠
设 ι : S ↪→M 为单浸入，S 为浸入子流形，则对M 上的任意 1-形式 ω有 ι∗ω = ω|S .

证明 对任意 p ∈ S,Xp ∈ TpS 有

(ι∗ω)p(Xp) = ωι(p)(dιp(Xp)) = (ω|S)p(Xp).

注未免赘余，有时在上下文明确的情况下会直接记 ω|S 为 ω.
例 5.2

考虑 R2中的单位圆周 γ(t) = (cos t, sin t) := (x, y)，则 γ′(t) = (− sin t, cos t) = (−y, x)，它给出了 S1上的
光滑向量场

X = −y ∂
∂x

+ x
∂

∂y
,

根据前面的讨论，对任意 p = (x, y) ∈ S1，dι∗(Xp) = −y∂x|p+x∂y|p是 p ∈ R2处的切向量，设ω = adx+bdy

为 S1 上的 1-形式，将其视为 R2 上的 1-形式，计算可得

ω(X) = −ay + bx,

特别取 a = −y, b = x则有 ω(X) ≡ 1（因为 S1 上满足 x2 + y2 = 1）.
考虑光滑映射 h : R → S1 ⊂ R2, t 7→ (x, y) = (cos t, sin t)，设 ω = −ydx+ sdy为 S1 上的 1-形式，则拉回
为

h∗(−ydx+ xdy) = −(h∗y)d(h∗x) + (h∗x)d(h∗y)

= − sin td(cos t) + cos td(sin t)

= dt,

并且 dt(∂t) ≡ 1.

5.2 流形上的微分形式
下面讨论一般的微分形式，它实际上是借助张量积将前面的过程重走一遍.
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5.2 流形上的微分形式

5.2.1 微分 k-形式

讨论 1-形式的背景是余切丛 T ∗M 及其截面 Γ(T ∗M)，对于切空间 TpM，其对偶空间是余切空间 T ∗
pM，因

此可以定义考虑每一点线性 k-形式的全体 ΛkT ∗
pM，仿照前面的过程可以给其并置 ΛkT ∗M 赋予 n+

(
n
k

)
维光滑

流形结构，对应地，其截面称为流形上的微分 k-形式.

定义 5.5 (微分 k-形式)

♣

设M 为光滑流形，向量丛 ΛkT ∗M 的截面称为M 上的微分 k-形式，光滑截面称为光滑 k-形式，记全体
光滑 k-形式的全体为 Γ(ΛkT ∗

pM) := Ωk(M).

注根据定义，ω ∈ Ωk(M)在任意 p ∈M 指定了一个线性 k-形式；由于高于 n = dimM 次的微分形式均为 0，因
此称 n-形式为最高形式.特别地，光滑 0-形式全体 Ω0(M)其实就是 C∞(M)

同样地，M 上任意 k-形式 ω可以视为 Γ(TM)k 上的函数，即

ω(X1, · · · , Xk)(p) = ωp(X
1
p , · · · , xnp ),

并且对任意函数 h有同样的交换性质.

命题 5.3

♠

设 ω为M 上的 k-形式，则对M 上任意函数 h以及向量场 X1, · · · , Xk 有

hω(X1, · · · , Xi, · · · , Xk) = ω(X1, · · · , hXi, · · · , Xk).

考虑M 的坐标卡 (U, x1, · · · , xn)，则对任意 p ∈ U，T ∗
pU 有一组基 dx1p, · · · , dxnp，它们自然给出了 ΛkT ∗

pU

的基
{dxi1p ∧ · · · ∧ dxikp : 1 ⩽ i1 < · · · < ik ⩽ n},

即任意 ωp ∈ ΛkT ∗
pU 有分解 ωp =

∑
ai1···ik(p)dx

i1
p ∧ · · · ∧ dxikp ，也可在 U 上省略 p写作

ω =
∑

ai1···ikdx
i1 ∧ · · · ∧ dxik .

对于递增指标 I = (i1, · · · , ik)，可以简记 dxI := dxi1 ∧ · · · ∧ dxik .对于 J = (j1, · · · , jk)，注意到

dxI(∂j1 , · · · , ∂jk) = δIJ ,

因此

命题 5.4 (楔积的局部线性表示)

♠

设 (U, x1, · · · , xn)为M 的坐标卡，则对任意 f1, · · · , fk ∈ C∞(U)有

df1 ∧ · · · ∧ dfk =
∑ ∂(f1, · · · , fk)

∂(xi1 , · · · , xik)
dxi1 ∧ · · · ∧ dxik .

根据前面的经验，我们“相信”下面的结果是正确的.

命题 5.5 (k-形式的光滑性)

♠

设 ω为M 上的 k-形式，则下述等价：
1. ω光滑.
2. M 有一组图册使得对其中任意 (U, φ) = (U, x1, · · · , xn)，ω在 U 上分解的系数光滑.
3. 对任意坐标卡 (U, φ) = (U, x1, · · · , xn)，ω在 U 上分解的系数光滑.
4. 对任意光滑向量场 X1, · · · , Xk，函数 ω(X1, · · · , Xk)光滑.
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5.2 流形上的微分形式

¶k-形式的拉回

前文中我们定义了 1-形式与 0-形式的拉回，这可以被推广到一般情形，对于光滑映射 F :M → N，其微分
在每一点上有（k-形式的）拉回

(dFp)
∗ : ΛkTF (p)N → ΛkTpM, (dFp)

∗(ωF (p))(v1, · · · , vk) = ωF (p)(dFp(v1), · · · , dFp(vk)),

将其整合起来定义为 F 的拉回 F ∗.

定义 5.6 (k-形式的拉回)

♣

设 F :M → N 为光滑映射，定义其拉回为

F ∗ : ΛkTF (p)N → ΛkTpM, F ∗(ωF (p))(v1, · · · , vk) = ωF (p)(dFp(v1), · · · , dFp(vk)).

注特别地，它将 N 中的 k-形式 ω拉回为M 中的 k-形式 F ∗ω使得 (F ∗ω)p = F ∗(ωF (p)).

命题 5.6 (拉回的线性性)

♠

设 F :M → N 光滑，ω, τ 为M 上的 k-形式，a ∈ R，则

F ∗(ω + τ) = F ∗ω + Fτ, F ∗(aω) = aF ∗ω.

¶k-形式的楔积

对于两个微分形式，可以定义逐点的楔积，将其整合可以定义为微分形式的楔积.

定义 5.7 (微分形式的楔积)

♣

设 ω, τ 为M 上的 k-形式、l-形式，则定义其楔积为 k + l-形式 ω ∧ τ，满足

(ω ∧ τ)p = ωp ∧ τp, ∀p ∈M.

引理 5.4 (楔积保持光滑性)

♥若 ω, τ 都是M 上的光滑形式，则 ω ∧ τ 也是光滑的.

证明 任取M 的坐标卡 (U, x1, · · · , xn)，设 ω =
∑
aIdx

I , τ = bJdx
J，其中系数均光滑，则其楔积为

ω ∧ τ =
∑

aIbJdx
I ∧ dxJ =

∑( ∑
I⊔J=K

±aIbJ

)
dxK ,

因此系数依然光滑，说明 ω ∧ τ 光滑.

命题 5.7

♠

设 F :M → N 光滑，ω, τ 为M 上的微分形式，则

F ∗(ω ∧ τ) = F ∗ω ∧ F ∗τ.

借助前面的讨论，楔积实际上给出了光滑微分形式全体 Ω∗(M) =
⊕n

k=0 Ω
k(M)的一个分次环结构，因为

∧ : Ωk(M)× Ωl(M) → ωk+l(M).

¶k-形式的内乘

流形上，内乘可逐点定义.
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5.2 流形上的微分形式

定义 5.8 (微分形式的内乘)

♣

设 X 为M 上的光滑向量场，则对任意 k-形式 ω，定义其内乘 (ιXω)p = ιXpωp，或者说

ιXω(X2, · · · , Xk) = ω(X,X2, · · · , Xk).

注内乘 ιX : Ω∗(M) → Ω∗(M)是一个 −1次反导子.

命题 5.8

♠

设 X 为M 上的光滑向量场，则对任意 f ∈ C∞(M)有

ιfXω = fιXω = ιX(fω).

5.2.2 外微分

定义 5.9 (外微分算子)

♣

设M 为光滑流形，称 D : Ω∗(M) → Ω∗(M)为外微分算子，若其满足
1. D是 1次反导子.
2. D2 = D ◦D = 0.
3. 对任意 f ∈ C∞(M) = Ω0(M)以及向量场 X 有 (Df)(X) = Xf .

注根据定义，外微分算子 D在 f ∈ C∞(M)上的作用恰好为其微分 df .
借助局部坐标，可以给出外微分算子很直接的表示.取坐标卡 (U, x1, · · · , xn)，则任意 ω ∈ Ωk(M)在 U 上

有表示 ω =
∑
aIdx

I，其中 aI 光滑，因此根据定义有

Dω =
∑

(DaI) ∧ dxI +
∑

aID(dxI) =
∑ ∂aI

∂xj
dxj ∧ dxI .

因此若外微分算子存在，它在局部上必定是上述形式，而对于存在性，我们可以“不讲道理地”将上式作为
(U, φ)上外微分算子 dU 的定义.
与微分形式不同的是，前者可以看作逐点运算（在每一点指定切空间的一个交错张量），而外微分是局部运

算，它依赖一点附近的值，一个经典的例子是 R上的光滑函数 f，f ′(x)的取值仅依赖 f 在 x附近的取值.

定义 5.10 (局部算子)

♣
称 D : Ω∗(M) → Ω∗(M)是局部算子，若对任意 ω ∈ Ωk(M)，在某一开集 U 上 ω|U ≡ 0，都有 Dω ≡ 0.

注这一定义暗示了若 ω, τ 在一个开集 U 上相等，则它们在其上的外微分相等.

命题 5.9 (反导子的局部性)

♠
Ω∗(M)上的任何反导子都是局部算子.

注这种证明方法也可以证明导子为局部算子（在切空间见到过）.
证明 设 ω ∈ Ωk(M), ω|U ≡ 0，下证对任意 p ∈ M 有 (Dω)p = 0.取 U 中的鼓包函数 f 使之在 p附近取常值 1，
注意到对任意 q ∈M，必有 ωq = 0或 f(q) = 0，因此 fω = 0，这说明

0 = D(fω) = (Df) ∧ ω + f ∧ (Dω),

考虑 p处的取值可得 (Dω)p = 0.
根据前面的讨论，我们在局部定义出了外微分算子，我们希望可以定义整体的外微分算子 d，他在每一点

p ∈M 定义为某个坐标卡 U 上 dU 的作用，即

(dω)p = (dUω)p.

下面证明这种整体定义是良好的，并且进一步，由此定义出的外微分算子是唯一的.
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5.2 流形上的微分形式

命题 5.10 (外微分的存在唯一性)

♠光滑流形M 上的整体外微分是良定的，并且这样定义出的外微分是唯一的.

证明 首先证明良定性，设 (U, x1, · · · , xn), (V, y1, · · · , yn)为 p处的两个坐标卡，对于 ω =
∑
aIdx

I =
∑
bJdy

J ∈
Ω∗(U ∩ V )，定义

(dω)p = (dUω)p =
(∑

daI ∧ dxI
)
p
,

分别用 dU , dV 作用可得
dUω =

∑
daI ∧ dxI , dV ω =

∑
dbJ ∧ dyJ ,

而容易证明当
∑
aIdx

I =
∑
bJdy

J 时成立
∑
daI ∧ dxI =

∑
dbJ ∧ dyJ，因此在 V 定义的 ω的外微分在 p处也

是相同的，良定性得证.
对于唯一性，设 D为另一个外微分，易见 d,D对 Ω0(M)取相同值，根据反导子的局部性以及外微分的局

部唯一性易证.
1-形式的微分与拉回可交换，类似地，外微分与拉回也可交换.

命题 5.11 (外微分与拉回可交换)

♠
设 F :M → N 光滑，则对任意 ω ∈ Ωk(M)有 dF ∗ω = F ∗dω.

证明 只需证明对任意 p ∈ M 有 (dF ∗ω)p = (F ∗dω)p，因此可以不妨设在一个坐标卡 (U, x1, · · · , xn)上讨论.设
ω =

∑
aIdy

I，则
dF ∗ω = d

(∑
(aI ◦ F )dF I

)
=
∑

d(aI ◦ F ) ∧ dF I ,

另一方面

F ∗dω = F ∗
(∑

daI ∧ dyI
)

=
∑

F ∗(daI) ∧ F ∗(dyI)

=
∑

d(F ∗aI) ∧ dF I

=
∑

d(aI ◦ F ) ∧ dF I ,

得证.

推论 5.4 (外微分与限制可交换)

♥
设 U 为M 的开集，则对任意 ω ∈ Ωk(M)有 (dω)|U = d(ω|U ).

证明 设 ι : U ↪→M 为嵌入映射，则 ω|U = ι∗ω，因此由 d与 ι∗ 的交换性即得.
例 5.3设 U = (0,∞)× (0, 2π)，定义光滑映射

F : U ⊂ R2 → R2, (r, θ) 7→ (r cos θ, r sin θ),

则对于 dx ∧ dy ∈ Ω2(R2)有拉回

F ∗(dx ∧ dy) = d(x ◦ F ) ∧ d(y ◦ F )

= d(r cos θ) ∧ d(r sin θ)

= [cos θdr − r sin θdθ] ∧ [sin θdr + r cos θdθ]

= rdr ∧ dθ.

下面证明一个忽略的结论：光滑形式的拉回依然光滑.
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5.3 流形上的积分

命题 5.12 (拉回保持光滑性)

♠
设 F :M → N 光滑，则对任意 ω ∈ Ωk(N)，F ∗ω ∈ Ωk(M).

证明 对任意 p ∈ M，取 p, F (p) 处的坐标卡 (U, x1, · · · , xm), (V, y1, · · · , yn) 使得 F (U) ⊂ V，设 V 中有表示
ω =

∑
aIdy

I，则其拉回在 U 中有表示

F ∗ω =
∑

(aI ◦ F )dF I =
∑

(aI ◦ F )
∂(F i1 , · · · , F ik)
∂(xj1 , · · · , xjk)

dxJ ,

根据系数的光滑性可知 F ∗ω在 U 中光滑，得证.
因此，光滑映射 F :M → N 的拉回 F ∗ : Ω∗(M) → Ω∗(N)实际上是一个分次环同态.

例 5.4借助外微分，可以将梯度、散度、旋度统一起来：
对于 f ∈ Ω0(R3)有 df = fxdx+ fydy + fzdz = ∇f .
对于 α = f1dx+ f2dy + f3dz有 dα = (f3y − f2z )dy ∧ dz + (f1z − f3x)dz ∧ dx+ (f2x − f1y )dx ∧ dy = ∇× α.
对于 ω = f1dy ∧ dz + f2dz ∧ dx+ f3dx ∧ dy有 dω = (f1x + f2y + f3z )dx ∧ dy ∧ dz = ∇ · ω.

5.3 流形上的积分

5.3.1 定向

在 R3中，若两组基 v1, v2, v3;u1, u2, u3之间转移矩阵的行列式为正，则称它们定向相同（反之称定向相反），
这一定义可以被直接推广到 Rn（或者说一般的实向量空间）中.

定义 5.11 (实向量空间中的定向)

♣

设 {u1, · · · , un}, {v1, · · · , vn}为实向量空间 V 的两组基，(u1, · · · , un) = (v1, · · · , vn)A，若 detA > 0，则
称它们定向相同.

注注意，这里的顺序也是固定的.
下面的引理表明，定向可以借助交错张量的作用计算.

引理 5.5

♥

设 {u1, · · · , un}, {v1, · · · , vn}为 V 的一组基，设 (u1, · · · , un)T = A(v1, · · · , vn)T，则对任意 β ∈ ΛmV ∗

有
β(u1, · · · , un) = (detA)β(v1, · · · , vn).

证明 根据 β 的线性性与反对称性可得

β(u1, · · · , un) =
∑

a1i1 · · · aninβ(vi1 , · · · , vin) =
∑

(sgnσ)a1i1 · · · aninβ(v1, · · · , vn) = (detA)β(v1, · · · , vn).

推论 5.5 (交错张量决定定向)

♥

设 {u1, · · · , un}, {v1, · · · , vn}为实向量空间 V 的两组基，则二者正定向当且仅当对任意 β ∈ ΛnV ∗，它在
两组基上取值的符号相同.

注我们称交错张量 β确定了一个定向 (v1, · · · , vn)，若 β(v1, · · · , vn) > 0，由此可以给出 ΛnV ∗\{0}中的一个等
价关系：β ∼ β′ ⇔ ∃a ∈ R, β = aβ′，反过来，V 中的一个定向也可以由 ΛnV ∗ ∼= R中这样一个等价关系确定.
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5.3 流形上的积分

¶流形上的定向

流形是曲线与曲面的高维推广，而曲面上我们借助标架给出局部的定向，流形也可以这样做（标架是截面
的基）.对于光滑流形M，首先考虑开集 U ⊂ M 上标架的等价关系：(X1, · · · , Xn) ∼ (Y1, · · · , Yn)当且仅当在
任意 p ∈ U 处，它们在 TpM 中取值的基定向相同.

定义 5.12 (流形上的定向)

♣

设M 为光滑流形，若 µ在每一点 p ∈ M 给出了 TpM 的一个定向，则称之为M 上的逐点定向.称 µ在
p ∈M 处连续，若存在邻域 U 3 p以及其上的连续标架 Y 1, · · · , Y n使得 µq 恰好与 Y 1

q , · · · , Y nq 给出的定
向相同（对任意 q ∈ U）.若 µ处处连续，则称之为M 上的定向，并且称M 是可定向的.

例 5.5
欧氏空间都是可定向的，它由整体光滑标架 ∂r1 , · · · , ∂rn 给出.
Mobius带是不可定向的.

命题 5.13

♠连通可定向流形至多有两个定向.

证明 对M 上的任意定向 µ, ν，考虑函数

f :M → {±1}, f(p) =

1, µp = νp,

−1, µp = −νp,

对任意 p ∈ M，设在邻域 U 中 µ, ν 分别由连续标架 X1, · · · , Xn;Y1, · · · , Yn 确定，则标架的连续性蕴含转移矩
阵的连续性，因此行列式也连续，而在 U 中行列式始终非零，因此在 U 上有 µ = ν 或 µ = −ν，因此 f 是局部
常值函数，M 连通说明 f 为常值函数，因此M 上至多只有两个定向.

我们通过逐点定向 +连续条件定义了流形上的定向，但这在实际应用中并不方便，下面我们讨论连续的逐
点定向与光滑的恒非零最高形式之间的关系.

引理 5.6

♥

设 X1, · · · , Xn 给出M 上的逐点定向 µ，则 µ连续当且仅当对任意 p ∈ M，存在坐标卡 (U, x1, · · · , xn)
使得函数 (dx1 ∧ · · · ∧ dxn)(X1, · · · , Xn) > 0.

注 µ连续并不意味 X1, · · · , Xn 连续.
证明 ⇒：设 µ连续，则对任意 p ∈M，存在邻域W 以及连续标架 Y 1, · · · , Y n给出了 µ在 U 中的逐点定向，由
于 (X1, · · · , Xn)与 (Y 1, · · · , Y n)在 U 中给出相同定向，因此其转移矩阵的行列式恒正，只需证明 (dx1 ∧ · · · ∧
dxn)(Y 1, · · · , Y n) > 0.设 (Y 1, · · · , Y n)T = B(∂1, · · · , ∂n)T，则

(dx1 ∧ · · · ∧ dxn)(Y 1, · · · , Y n) = detB,

不妨设 detB > 0（否则翻转 x1），得证.
⇐：设在 p的邻域 U 中 (X1, · · · , Xn)T = A(∂1, · · · , ∂n)T，因此

(dx1 ∧ · · · ∧ dxn)(X1, · · · , Xn) = detA > 0,

这说明在 U 上 X1, · · · , Xn 给出的定向与 ∂1, · · · , ∂n 相同，而后者光滑，因此 µ在 p处连续.

定理 5.1 (可定向性的最高形式刻画)

♥光滑流形M 可定向当且仅当它存在一个处处不为零的光滑最高形式.

证明 ⇒：设 X1, · · · , Xn 给出M 上的（连续）定向 µ，则对任意 p ∈M，存在坐标卡 (U, x1, · · · , xn)使得

(dx1 ∧ · · · ∧ dxn)(X1, · · · , Xn) > 0,
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5.3 流形上的积分

设 {Uα}为这些坐标邻域的全体，{ρα}为相应的单位分解，设

ω =
∑
α

ραdx
1
α ∧ · · · ∧ dxnα ∈ C∞(M),

则对任意 p ∈M 有

ωp(X
1
p , · · · , Xn

p ) =
∑
α

ρα(p)(dx
1
α ∧ · · · ∧ dxnα)p(X1

p , · · · , xnp ) > 0,

因此 ω即为一个处处非零的光滑最高形式.
⇐：设 ω为这样的最高形式，取向量场X1, · · · , Xn使得 ω(X1, · · · , Xn)处处为正，下证由X1, · · · , Xn给

出的逐点定向 µ是光滑的.对任意 p ∈M，设 (U, x1, · · · , xn)为一个连通坐标卡，则在 U 中 ω = fdx1∧ · · ·∧dxn

（f 光滑），由连续性、连通性可不妨设 U 中 f > 0（否则翻转 x1），因此由引理可知 µ连续.
设 ω, ω′ 为可定向流形M 上两个恒非零的光滑最高形式，则存在函数 f 使得 ω = fω′，通过在每个坐标卡

上考虑，可知 f 是恒非零的光滑函数，若M 连通，则可断言 f > 0或 f < 0.因此可定向流形M 上恒非零的光
滑最高形式可以分为两个等价类，等价关系为

ω ∼ ω′ ⇔ ∃f ∈ C∞(M), f 6= 0, ω = fω′,

并且这两个等价类恰好可以对应M 上的两种定向.称X1, · · · , Xn的定向为 ω确定的定向，若 ω(X1, · · · , Xn) >

0，此时也称 ω为M 上的一个定向形式.因此，一个可定向流形可以表示为 (M, [ω])，[ω]为上述一个等价类.

定义 5.13 (保定向微分同胚)

♣
称微分同胚 F : (M, [ωM ]) → (N, [ωN ])保定向，若 [F ∗ωN ] = [ωM ]；称其反定向，若 [F ∗ωN ] = [−ωM ].

注容易看出，微分同胚或保定向，或反定向.

命题 5.14

♠

设 U, V 为 Rn 中的开集，有标准定向，则微分同胚 F : U → V 保定向当且仅当 Jacobi行列式 det ∂xjF i

在 U 中恒正.

借助保定向微分同胚，可以给出可定向性的图册刻画.

定义 5.14 (定向图册)

♣

对于两个相交坐标卡 (U, x1, · · · , xn), (V, y1, · · · , yn)，若 det ∂xjyi在 U ∩ V 恒正，则称它们定向相容.若
M 的图册 A 的所有坐标卡都定向相容，则称它是一个定向图册.

定理 5.2 (可定向性的图册刻画)

♥流形M 可定向当且仅当它有一个定向图册.

证明 ⇒：设 X1, · · · , Xn 给出M 上的定向 µ，则对任意 p ∈M，存在坐标卡 (U, x1, · · · , xn)使得在 U 上

(dx1 ∧ · · · ∧ dxn)(X1, · · · , Xn) > 0,

设U 为这些坐标卡的全体，下证这是一个定向图册.设 (U, x1, · · · , xn), (V, y1, · · · , yn)为两个相交坐标卡，则在
U ∩ V 上有

(dx1 ∧ · · · ∧ dxn)(X1, · · · , Xn) > 0, (dy1 ∧ · · · ∧ dyn)(X1, · · · , Xn) > 0,

注意到 dy1 ∧ · · · ∧ dyn = (det ∂xjyi)dx1 ∧ · · · ∧ dxn，因此在 U ∩ V 上 (det ∂xjyi) > 0，得证.
⇐：设 U 为一个定向图册，则对任意 p ∈M，取覆盖它的坐标卡 U，将其上由 ∂1, · · · , ∂n给出的定向定义

为 p处的定向，U 中坐标卡的定向相容性说明这种定义是良好的，它显然也是连续的.
与最高形式刻画相同，这里“定向相容”也是一个等价关系，并且它的等价类也对应可定向流形上的两种定

向.
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5.4 带边流形与 Stokes公式

5.3.2 流形上的积分

下设M 是m维光滑可定向流形，固定一个定向 µ.设 ω为其上的一个最高形式，为了定义
∫
M
ω，先设其支

在定向相容的坐标卡 (U, φ) = (U, x1, · · · , xm)，则存在支在 U 中的函数 f 使得 ω = fdx1 ∧ · · · ∧ dxm，因此可定
义 ∫

U

ω =

∫
fdx1 · · · dxm,

右侧为 Rm 上的 Lebesgue积分，若 f 可积则称 ω可积.一个自然的问题是良定性，若 U 中有两个定向相容的坐
标系 {xiα}和 {xiβ}，设

ω = fαdx
1
α ∧ · · · ∧ dxmα = fβdx

1
β ∧ · · · ∧ dxmβ ,

则根据 dx1β ∧ · · · ∧ dxmβ = det dφαβ 可得 fα = (det dφαβ)fβ，由于 det dφαβ > 0（这里可以看出可定向性是必要
的），因此由积分换元公式可得 ∫

fαdx
1
α · · · dxmα =

∫
fβdx

1
β · · · dxmβ ,

因此
∫
U
ω是良定的.

对于一般的最高形式 ω ∈ Ωm(M)，取一个定向相容的局部有限坐标开覆盖 {Uα}以及相应的单位分解 {ρα}，
可以定义 ∫

M

ω :=
∑
α

∫
Uα

ραω.

若上式对任意局部有限坐标覆盖以及相应单位分解都可积，则称 ω在M 上可积.下面验证良定性：

定理 5.3 (流形上积分的良定性)

♥
设 ω紧支，则上述定义出的积分

∫
M
ω与 {Uα}以及 {ρα}的选取无关.

证明 设 {Uα}, {Uβ}为M 的两个满足要求的覆盖，{ρα}, {ρβ}为相应的单位分解，则 {Uα ∩ Uβ}也是一个局部
有限坐标覆盖，并且 {ραρβ}是相应的单位分解，对每个 α有∫

Uα

ραω =

∫
Uα

∑
β

ρβ

 ραω =
∑
β

∫
Uα∩Uβ

ρβραω,

因此 ∑
α

∫
Uα

ραω =
∑
αβ

∫
Uα∩Uβ

ραρβω,

同理可得
∑
β

∫
Uβ
ρβω也等于上式，因此二者相等.

进一步，可以将 Rm 中的换元公式推广到流形上.

定理 5.4 (流形上的积分换元公式)

♥

设M,N 都是m维可定向光滑流形，f :M → N 为微分同胚，则
1. 若 φ保定向，则

∫
M
f∗ω =

∫
N
ω.

2. 若 φ反定向，则
∫
M
f∗ω = −

∫
N
ω.

证明 在局部上看，这就是 Rm 中的换元公式.

5.4 带边流形与 Stokes公式
这一小节是关于一种特殊的流形：带边流形的讨论，定义上半平面（赋子空间拓扑）

Rn+ = {(x1, · · · , xm) : xm ⩾ 0},
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5.4 带边流形与 Stokes公式

其中 xm > 0的点称为内点，xm = 0的点称为边界点.�
笔记按照子空间拓扑的观点，上半平面总是“相对开集”，因此“边界点”也都在“内部”，为了区分，我们称
在子空间拓扑下的概念为“拓扑内部”“拓扑边界”等，在后面定义带边流形上也是一样的.
我们首先定义一般子集上函数的光滑性.

定义 5.15 (子集上的光滑性)

♣

设 S ⊂ Rn，称其上的映射 f : S → Rm 在 p ∈ S 处光滑，若存在 p的邻域 U 以及光滑映射 f̃ : U → Rm

使得 f̃ |U∩S = f |U∩S .特别当 f 在任意 p ∈ S 处光滑时，称之在 S 上光滑.

注借助一般子集上的光滑性，也可以定义一般子集之间的微分同胚.

命题 5.15 (光滑性的等价刻画)

♠
映射 f : S → Rm 光滑当且仅当存在 S 的开邻域 U 以及光滑函数 f̃ : U → Rm 使得 f = f̃ |S .

注换句话说，光滑性等价于某种可延拓性.
证明 一边是显然的，反之设 f 光滑，则对任意 p ∈ S，存在邻域 Up以及光滑映射 fp : Up → Rm使得 fp|Up∩S =

f |Up∩S，所有 {Up}构成 S 的开覆盖，设对应的单位分解为 {ρp}，令 U =
⋃
p Up，考虑光滑映射

f̃ : U → Rm, f̃(x) =
∑
p

ρp(x)fp(x),

注意到对任意 x ∈ S，若 x ∈ Up 则 fp(x) = f(x)，若 x /∈ Uq 则 ρq(x) = 0，因此 f = f̃ |S .

定理 5.5 (开集的光滑不变性)

♥设 U, S ⊂ Rn，U 为开集，f : U → S 为微分同胚，则 S 也是开集.

注这里同维数是重要的条件，例如 R中的开集 (0, 1)与 R2 中的闭集 (0, 1)× {0}微分同胚.
证明 f : U → S为微分同胚说明存在 S的开邻域 V 以及光滑映射 g : V → Rn使得 g|S = f−1，因此 g◦f = IdU，
即得 dgf(p) ◦ dfp = Id : TpU → TpU，这说明 dfp : TpU → Tf(p)V 为单射，根据维数可知 dfp 为线性同构，根据
反函数定理，f 为 p处的局部微分同胚，即存在 p, f(p)的邻域 Up, Vf(p) 使得 f : Up → Vf(p) 为微分同胚，因此
f(p) ∈ Vf(p) = f(Up) ⊂ f(U) = S，这说明 f(p)为 S 的内点，得证.

推论 5.6

♥
设 U, V 为上半平面 Rn+中的开集，f : U → V 为微分同胚，则 f 将内点映为内点，将边界点映为边界点.

5.4.1 带边流形

定义 5.16 (带边流形)

♣
称 T2+A2空间M 为 n维带边流形，若对任意 p ∈M，存在邻域 U 同胚于 Rn 或 Rn+.

注对于带边流形M，定义其边界 ∂M = {x ∈ M : x无同胚于Rn的邻域}，定义其内部M◦ = M\∂M .另外，拓
扑流形可以视为边集为空的带边流形.
对于流形的边界，容易验证如下命题：

命题 5.16 (带边流形的边界)

♠

p ∈ ∂M 当且仅当存在 p处的坐标卡 (φ,U,Rn+)使得

φ(p) ∈ ∂Rm+ = {(x1, · · · , xm) : xm = 0}.

n维带边流形M 的边界 ∂M 是一个 n− 1维拓扑流形（无边）.
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类似地，对于带边流形的两个坐标卡 (U, φ), (V, ψ)，若其转移映射

ψ ◦ φ−1 : φ(U ∩ V ) → ψ(U ∩ V ) ⊂ Rn+

光滑，则称它们光滑相容，进一步可以定义出带边流形的光滑结构，进而定义“带边光滑流形”（有时会简称“带
边流形”）.

特别地，对于光滑带边流形的坐标卡 (U, φ)，其限制 φ′ = φ|U∩∂M : U ∩ ∂M → ∂Rn+ = Rn−1也是同胚，对
于两个坐标卡 (U, φ), (V, ψ)，其限制之间有光滑转移映射

ψ′ ◦ (φ′)−1 : φ′(U ∩ V ∩ ∂M) → ψ′(U ∩ V ∩ ∂M),

因此M 上的光滑图册 {(Uα, φα)}实际上诱导了 ∂M 上的光滑图册 {Uα ∩ ∂M, φα|Uα∩∂M}，因此：

定理 5.6 (边界的光滑结构)

♥n维光滑带边流形M 的边界 ∂ 是一个 n− 1维光滑流形.

进一步，切空间/切丛、余切空间、切丛、微分形式等概念都能推广到带边流形上，只不过这时对任意 p ∈
M,Xp ∈ TpM，未必存在曲线 γ 使得 γ(0) = p, γ′(0) = Xp，例如考虑 R2

+以及原点，切向量 ∂y|(0,0).

定义 5.17 (内/外向向量场)

♣

称带边流形M上的向量场X是内向的，若对任意 p ∈ ∂M，存在曲线 γ : [0, ε) →M使得 γ(0) = p, γ′(0) =

Xp, γ((0, ε)) ⊂M◦.称 X 是外向的，若 −Xp 是内向的.

另外，称向量场 X 是沿边的，若对任意 p ∈ ∂M，Xp ∈ TpM（而不是 Tp(∂M)）.

命题 5.17 (沿边外向向量场的存在性)

♠对任意带边光滑流形M，都存在一个光滑的沿边外向向量场.

证明 设 {(Uα, x1α, · · · , xnα)}为M 中坐标卡构成的 ∂M 的覆盖，设Uα中的向量场，Xα = −∂xn
α
，则它在Uα∩∂M

上光滑且外向，设 {ρα}为相应于 {Uα ∩ ∂M}的单位分解，则 X =
∑
ραX

α 就是一个满足要求的向量场.

5.4.2 带边流形的定向

与光滑流形相同，带边流形的定向也指“连续的逐点定向”，进而一些可定向性的刻画依然成立（这并没有
什么特别之处）.进一步，带边可定向流形的边界实际上也是可定向的，并且其中一个定向可由M 的定向诱导
出.

命题 5.18

♠

设M 为 n维光滑带边流形，ω为M 上的一个定向形式，X 为 ∂M 上的光滑外向向量场，则 ιXω是 ∂M

的光滑恒非零最高（n− 1）形式，因此 ∂M 是可定向的.

注由 ιXω给出的 ∂M 的定向称为边界定向.
证明 X,ω光滑说明 ιXω光滑，设 ιXω在某个 p ∈ ∂M 处为 0，则对任意 v1, · · · , vn−1 ∈ Tp(∂M)都有

ιXω(v1, · · · , vn−1) = 0,

若取 Tp(∂M)的基 e1, · · · , en−1，则 Xp, e1, · · · , en−1 恰好是 TpM 的一组基，而

ωp(Xp, e1, · · · , en−1) = (ιXω)p(e1, · · · , en−1) = 0,

这说明 ωp ≡ 0，矛盾.
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5.4 带边流形与 Stokes公式

推论 5.7

♥

设M 是可定向带边流形，p ∈ ∂M，则 v1, · · · , vn−1 ∈ Tp(∂M)在 p处给出的定向与其边界定向相同当且
仅当 Xp, v1, · · · , vn−1 ∈ TpM 给出的定向与M 在 p处的定向相同.

证明 v1, · · · , vn−1 ∈ Tp(∂M)在 p ∈ ∂M 处给出边界定向的相同定向当且仅当

(ιXp
ωp)(v1, · · · , vn−1) = ωp(Xp, v1, · · · , vn−1) > 0,

当且仅当 Xp, v1, · · · , vn−1 在 p ∈M 处给出相同定向.
例 5.6 Rn+ 上有标准定向形式 ω = dx1 ∧ · · · ∧ dxn，其边界上的一个光滑外向形式为 −∂xn，因此边界定向为

ι−∂xnω = ι−∂xn (dx
1 ∧ · · · ∧ dxn) = (−1)ndx1 ∧ · · · ∧ dxn−1,

例如在 R3
+ 中，其标准定向给出的边界定向恰好与“右手定则”相反.

5.4.3 Stokes公式

定理 5.7 (Stokes公式)

♥

对任意 n维带边流形M 以及紧支集 ω ∈ Ωn−1(M)有∫
M

dω =

∫
∂M

ι∗∂Mω.

证明 【STEP 1.ω支在某个 U ∼= Rn 中】
此时 ω在 ∂M 上恒为零，因此

∫
∂M

ω = 0，设 U 中

ω =
∑

(−1)i−1fidx
1 ∧ · · · ∧ d̂xi ∧ · · · ∧ dxn,

其中每个 fi 都是紧支集光滑函数，则其微分

dω =
∑
i

∂fi
∂xi

dx1 ∧ · · · ∧ dxn,

因此 ∫
M

dω =

∫
Rn

∑
i

∂fi
∂xi

dx1 ∧ · · · ∧ dxn

=
∑
i

∫
Rn−1

(∫
R

∂fi
∂xi

dxi
)
dx1 · · · d̂xi · · · dxn

= 0,

等式成立.
【STEP 2.ω支在某个 U ∼= Rn+ 中】
保持上述记号，只有最后一项不同，即∫

Rn−1

(∫ ∞

0

∂fn
∂xn

dxn
)
dx1 · · · dxn−1 = −

∫
Rn−1

fn(x
1, · · · , xn−1, 0)dx1 · · · dxn−1.

另一方面在 ∂M 上 xn = 0，因此 ι∗∂Mdx
n = 0，因此

ι∗∂Mω = −fn(x1, · · · , xn−1, 0)(−1)ndx1 ∧ · · · ∧ dxn−1,

积分可得 ∫
∂M

ι∗∂Mω = −
∫
Rn−1

fn(x
1, · · · , xn−1, 0)dx1 · · · dxn−1,

等式成立.
【STEP 3.一般情形】
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设 {Uα}, {ρα}为M 的覆盖以及相应的单位分解，则∫
∂M

ι∗∂Mω =
∑
α

∫
∂M

ι∗∂M (ραω) =
∑
α

∫
M

d(ραω) =

∫
M

dω.

¶散度

定义 5.18 (散度)

♣

设M 为光滑流形，µ为其上的体积形式，对任意 X ∈ Γ(TM)，定义 X 关于 µ的散度 ÷X 为

LXµ = (divµX)µ.

注根据 Cartan神奇公式可得 LXµ = (divX)µ = dιXµ，因此对任意 g ∈ C∞(M)有

(divgX)µ = LgXµ = d(gιXµ) = dg ∧ ιXµ+ g(divµX)µ = X(g)µ+ (divX)µ,

这说明 divµ(gX) = gdivµX +X(g).

命题 5.19 (Gauss公式)

♠

设M 为带边流形，则有 ∫
M

(divµX)µ =

∫
∂M

ιXµ.

证明 ∫
M

(divµX)µ =

∫
M

LXµ =

∫
M

dιXµ =

∫
∂M

ιXµ.

对于无边流形M 上的预紧区域 Ω，可定义其关于 µ的体积为

Volµ(Ω) =

∫
Ω

µ,

设X 为M 上的完备向量场，φt为其生成的流，记 Ωt = φt(Ω)，则根据上面的结果可得 Ω在流下的体积变化规
律：

命题 5.20 (体积的变分)

♠

设 X 为M 上的光滑向量场，Ω ⊂M 为有光滑边界的预紧区域，则
d

dt

∣∣∣∣
t=0

Vol(Ωt) =

∫
Ω

(divµX)µ =

∫
∂Ω

ιXµ.

注这里也给出了散度的一个几何意义.

¶Moser’s trick

命题 5.21

♠

设M 为紧可定向流形，Ω0,Ω1为两个体积形式，则
∫
M

Ω0 =
∫
M

Ω1当且仅当存在M 的微分自同胚 φ使
得 Ω0 = φ∗Ω1.

证明 一边是显然的，设
∫
M

Ω0 =
∫
M

Ω1，由于Hn
dR(M) ∼= R，因此 Ω0 −Ω1 = dσ，令 Ωt = tΩ1 +(1− t)Ω0，它

仍为体积形式，对任意 t ∈ [0, 1]，存在向量场 Xt 使得 ιXtΩt = σ，设 {φtX}为 Xt 生成的流，则
d(φtX)∗Ωt

dt
= (φtX)∗(LXt

Ωt) + (φtX)∗
(
dΩt
dt

)
= (φtX)∗(dιXt

Ωt) + (φtX)∗(Ω1 − Ω0)
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5.4 带边流形与 Stokes公式

= (φtX)∗dσ + (φtX)∗(−dσ)

= 0,

因此 (φtX)∗Ωt = Const，即 (φ1X)∗Ω1 = Ω0.
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第 6章 De Rham理论

6.1 de Rham上同调

6.1.1 de Rham上同调群

定义 6.1 (闭形式与恰当形式)

♣

设M 为光滑流形，ω ∈ Ωk(M).
若 dω = 0，则称 ω为 k次闭形式.
若存在 η ∈ Ωk−1(M)使得 ω = dη，则称 ω为 k次恰当形式.

注M 上 k次闭形式、恰当形式的全体记为 Zk(M), Bk(M).
例 6.1设 dimM = m，则

对任意 k > m有 Bk(M) = Zk(M) = {0}.
当 k = m时 Zm(M) = Ωm(M).
当 k = 0时 B0(M) = {0}，Z0(M) = {f ∈ C∞(M) : df = 0} ∼= RK，K 为M 连通分支的个数.
根据定义有

Zk = Ker d|Ωk(M), Bk = Im d|Ωk−1(M),

由于 d2 = 0，因此作为向量空间（或者仅作为加法群）有 Bk(M) ⊂ Zk(M) ⊂ Ωk(M)，通过作商可定义

定义 6.2 (de Rham上同调群)

♣

设M 为光滑流形，定义其 k阶 de Rham上同调群为商空间

Hk
dR(M) := Zk(M)/Bk(M).

注 de Rham上同调群中的元素称为上同调类.
例 6.2

设 dimM = m，M 有K 个连通分支，则

Hk
dR(M) ∼=

RK , k = 0,

{0}, k > m.

考虑M = R，则 H0
dR(R) ∼= R，另外 Z1(R) = Ω1(R)，ω = gdt = dG当且仅当

G(t) =

∫ t

0

g(s)ds,

因此 B1(R) = Ω1(R) = Z1(R)，进而对任意 k ⩾ 1都有 Hk
dR(R) ∼= {0}.

作为线性空间，Hk
dR(M)可能是无穷维的，但后面会证明，对许多光滑流形（包括所有紧流形）而言，它都

是有限维的.

定义 6.3 (Betti数与 Euler示性数)

♣

设M 为光滑流形，若对任意 k 有 dimHk
dR(M) < ∞，则定义其 k 阶 Betti数为 bk(M) = dimHk

dR(M)，
定义其 Euler示性数为

χ(M) =

∞∑
k=0

(−1)kbk(M).

注由于 k充分大时 Hk
dR(M) = {0}，因此当 Betti数有定义时 χ(M)总是有限和.



6.1 de Rham上同调

¶两个例子

例 6.3R2 的 de Rham上同调群 dimR2 = 2说明对 k > 2都有 Hk
dR(R2) = {0}.其连通说明 H0

dR(R2) ∼= R，注意
到 Z1(R2) = B1(R2), Z2(R2) = B2(R2)，因此

Hk
dR(R2) =

R, k = 0,

0, k > 0.

事实上，这一结果对更高维的欧氏空间 Rn 也是成立的，这在后面可以由上同调群的同伦不变性看出，称为
Poincare引理.
例 6.4S1的 de Rham上同调群 dimS1 = 1以及其连通说明H0

dR(S
1) = R，对任意 k > 1有Hk

dR(S
1) = {0}，下

面计算 H1
dR(S

1).
由于 Z1(S1) = Ω1(S1)，考虑线性映射

φ : Z1(S1) → R, φ(ω) =

∫
S1

ω,

在前面的章节中，我们通过考虑映射 h : R → S1, h(t) = (cos t, sin t) 以及嵌入 ι : [0, 2π] → R，给出了 S1

的参数化 F = h ◦ ι : [0, 2π] → S1，并进一步得到了 S1 上一个恒非零的 1-形式 ω = −ydx + xdy，并且
F ∗ω = ι∗h∗ω = i∗dt = dt，因此

φ(ω) =

∫
S1

ω =

∫ 2π

0

F ∗ω =

∫ 2π

0

dt = 2π,

这说明 φ是满射.另外若 α = fω ∈ Kerφ，设 f̄ = h∗f = f ◦ h ∈ Ω0(R)（这是一个周期函数），则

0 =

∫
S1

α =

∫ 2π

0

F ∗α =

∫ 2π

0

f̄(t)dt,

这当且仅当 f̄ = 0，即 α = 0，因此 φ是线性同构，而 B1(S1) ⊂ Kerφ，因此 H1
dR(S

1) ∼= R，综上可得

Hk
dR(S

1) =

R, k = 0, 1,

0, k > 1.

¶de Rham上同调的函子性

对任意光滑映射 F : M → N，有拉回 F ∗ : Ω∗(N) → Ω∗(M)，借助下述引理，拉回可以诱导对应 de Rham
上同调群之间的同态（或者说线性同态）.

引理 6.1 (拉回映射保持闭与恰当)

♥

光滑映射 F : M → N 的拉回 F ∗ : Ω∗(N) → Ω∗(M)将闭形式拉回为闭形式，将恰当形式拉回为恰当形
式.

证明 设 dω = 0，借助拉回与外微分的交换性可知 dF ∗ω = F ∗dω = 0，即F ∗ω闭；另外若ω = dτ则F ∗ω = dF ∗τ，
即 F ∗ω恰当.
注因此若 [η1] = [η2]则 [F ∗η1] = [F ∗η2].

定义 6.4 (de Rham上同调群的拉回)

♣

对任意光滑映射 F :M → N 以及 k ∈ N，称同态

F# : Hk
dR(N) → Hk

dR(M), [η] 7→ [F ∗η]

为 F 诱导的 de Rham上同调群的拉回.
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命题 6.1 (de Rham上同调群拉回的反变函子性)

♠

恒同映射 IdM :M →M 的拉回 Id#M : Hk
dR(M) → Hk

dR(M)也是恒同映射.
设 F :M → N,G : P →M，则 (G ◦ F )# = F# ◦G#.

推论 6.1 (微分同胚不变性)

♥
若 F :M → N 为微分同胚，则对任意 k，拉回 F ∗ : Hk

dR(N) → Hk
dR(M)为同构.

推论 6.2 (微分同胚不变量)

♥
若光滑流形M,N 同胚且其 Betti数有定义，则 bk(M) = bk(N), χ(M) = χ(N).

¶de Rham上同调的环结构

回忆 Ω∗(M) =
⊕∞

k=0 Ω
k(M)就是楔积下的分次环；类似地，可以定义也使得所有Hk

dR(M)构成分次环.我
们希望自然地定义“上积”[ω] ∪ [η] = [ω ∧ η]，注意到

设 ω ∈ Zk(M), η ∈ Zl(M)，则

d(ω ∧ η) = dω ∧ η + (−1)kω ∧ dη = 0,

即 ω ∧ η ∈ Zk+l(M).
对任意 ξ1 ∈ Ωk−1(M), ξ2 ∈ Ωl−1(M)有

(ω + dξ1) ∧ (η + dξ2) = ω ∧ η + d[(−1)kω ∧ η2 + (−1)k−1ξ1 ∧ η + (−1)k−1ξ1 ∧ dξ2],

即 [ω] ∪ [η]是良定的.

定义 6.5 (上同调类的上积)

♣

设M 为光滑流形，定义 [ω] ∈ Hk
dR(M), [η] ∈ H l

dR(M)的上积为

[ω] ∪ [η] := [ω ∧ η] ∈ Hk+l
dR (M).

命题 6.2 (de Rham上同调环)

♠
对于光滑流形M，上积给出了一个分次环结构 H∗

dR(M) =
⊕∞

k=0H
k
dR(M)，称为 de Rham上同调环.

注如此来看，光滑映射的拉回实际上是分次环同态.

6.1.2 同伦不变性

下面将证明，de Rham上同调群不止是微分同胚下的不变量，它还是同伦不变量.

定理 6.1 (de Rham上同调群的同伦不变性)

♥
若M ' N，则对任意 k有 Hk

dR(M) ∼= Hk
dR(N).

注定理细节在后文补充.
证明 设 φ :M → N,ψ : N →M 连续且

φ ◦ ψ ' IdN , ψ ◦ φ ' IdM ,

根据定理2.19不妨设 φ, ψ光滑，则根据定理6.3有

ψ# ◦ φ# = Id : Hk
dR(N) → Hk

dR(N),

φ# ◦ ψ# = Id : Hk
dR(M) → Hk

dR(M),

因此 ψ#, φ# 是线性同构.
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6.1 de Rham上同调

注这一事实表明 de Rham上同调群是同伦不变量，进而是同胚不变量，因此它实际上只依赖光滑流形M 的拓
扑结构，与光滑结构无关.而对任意拓扑空间可以定义只依赖拓扑结构的奇异上同调群 Hk

sing(X,R)，著名的 de
Rham定理断言：

定理 6.2 (de Rham定理)

♥
对任意 k有 Hk

dR(M) ∼= Hk
sing(M).

借助同伦不变性，可以直接计算 Rn 中星形区域的上同调群.

命题 6.3 (Poincare引理)

♠
设 U 为 Rn 中的星形区域，则对任意 k ⩾ 1有 Hk

dR(U) = {0}.

根据定义，Hk
dR(U) = {0}实际上是指 Zk(U) = Bk(U)，即所有闭形式都恰当.流形是局部欧的，在局部有

与星形区域同胚的开邻域，因此可得闭形式的“局部恰当性”.

推论 6.3 (闭形式的局部恰当性)

♥
对任意 k ⩾ 1次闭形式 ω ∈ Zk(M)以及 p ∈M，存在邻域 U 以及 η ∈ Ωk−1(U)使得在 U 上 ω = dη.

¶同伦不变性的证明细节：函子同伦不变性

我们希望证明下述命题：

定理 6.3 (de Rham上同调函子的同伦不变性)

♥
设 f, g ∈ C∞(M,N)同伦，则它们有相同的拉回 f# = g# : Hk

dR(N) → Hk
dR(M).

若设 F :M × I 为 f, g之间的光滑同伦（定理2.20），并记光滑映射

it :M →M × R, it(x) = (x, t),

则 f = F ◦ i0, g = F ◦ i1，并且 f# = i#0 ◦F#, g∗ = i#1 ◦F#，因此只需证明 i#0 = i#1 ，而根据命题A.11，只需构造
i∗0, i

∗
1之间的上链同伦（注意，i0, i1之间有显然的同伦 IdM×I，我们将其视为 IdM×R的限制）.设 π :M×R →M

为投影，证明分为如下三部分：
证明M × R上任何微分形式都有某种局部有限分解.
构造 i∗0, i

∗
1 之间的上链同伦.

验证构造的正确性.
【STEP 1.局部有限分解】
首先证明，M × R上的微分形式都可以分解为如下两种形式的局部有限和：
f(x, t)π∗η.
f(x, t)dt ∧ π∗η.

其中 f ∈ C∞(M × R)，η ∈ Ω∗(M).

引理 6.2

♥

设 U 为M 中的开集，τ ∈ Ωk(U)支在M 的包含于 U 中的闭集内，则它可以零延拓为M 上的光滑 k-形
式.

设 {(Uα, φα)}为M 的坐标卡，{ρα}为相应的单位分解，借此可以给出M ×R的开覆盖 {π−1(Uα)}，并且
{π∗ρα} = {ρα ◦ π}恰好为其相应的单位分解，设 ω ∈ Ω∗(M × R)则

ω =
∑
α

(π∗ρα)ω =
∑
α

ωα,
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其中 suppωα ⊂ suppπ∗ρα ⊂ π−1Uα，设 φα = (x1, · · · , xn)，则 π−1(Uα) = Uα × R，因此 π∗x1, · · · , π∗xn, t构
成 Uα × R ∼= Rn+1 的一组坐标系，设

ωα =
∑
I

aIdπ
∗xI +

∑
J

bJdt ∧ dπ∗xJ ,

其中 aI , bJ ∈ C∞(Uα × R)，这就对每个 ωα 给出了我们想要的分解，下一步自然是将其延拓、整合回 ω中.
由于 aI , bJ 支在闭集 suppωα ⊂ Uα ×R中，因此根据引理，它们可以被零延拓到M ×R上，但每个 dπ∗xI

并不能直接延拓，但是根据光滑 Uryshon引理，存在M 上的一族光滑函数 {gα}使得

gα|supp ρα ≡ 1, supp gα ⊂ Uα,

进而 π∗gα 在 suppπ∗ρα 上恒为 1且 suppπ∗gα ⊂ Uα × R，因此 ωα = (π∗gα)ωα，进而有分解

ωα =
∑
I

aIπ
∗(gαdx

I) +
∑
J

bJdt ∧ π∗(gαdx
J),

这时 supp gα ⊂ Uα 是M 中的闭集，因此 gαdx
I 可被零延拓到M 上，综上即得

ω =
∑
α

ωα =
∑
α,I

aαI π
∗(gαdx

I
α) +

∑
α,J

bαJdt ∧ π∗(gαdx
J
α).

特别地，当固定 {(Uα, φα)}, {ρα, gα}后这种分解是唯一的.
【STEP 2.构造上链同伦】
直接定义-1次线性映射K : Ω∗(M × R) → Ω∗(M)，它对两种微分形式有

K(fπ∗η) = 0, K(fdt ∧ π∗η) =

(∫ 1

0

f(x, t)dt

)
η,

并且对局部有限和具有线性性：

K(ω) = K

(∑
α

ωα

)
=
∑
α,J

(∫ 1

0

bαJ (x, t)dt

)
gαdx

J
α.

根据分解的唯一性可知K 良定，而事实上，K 是满足上述三条要求的唯一的-1次线性映射.
【STEP 3.验证上链同伦】
对于前面定义出的K，我们将证明

i∗1 − i∗0 = dK +Kd,

即K 就是二者之间的上链同伦.

引理 6.3

♥

外微分算子 d对局部有限和具有线性性.
光滑映射的拉回对局部有限和具有线性性.

根据K, d, i∗0, i
∗
1 对局部有限和的线性性，只需分别验证等式对 STEP 1提到的两种情形成立.对第一种有

dK(fπ∗η) +Kd(fπ∗η) = K

(
∂f

∂t
dt ∧ π∗η +

∑
i

∂f

∂xi
π∗dxi ∧ π∗η + fπ∗dη

)

=

(∫ 1

0

∂f

∂t
dt

)
η

= [f(x, 1)− f(x, 0)]η = (i∗1 − i∗0)(fπ
∗η).

对于第二种，由于 i∗1dt = di∗1t = d(1) = 0（i∗0 同理），因此一边有

(i∗1 − i∗0)(fdt ∧ π∗η) = 0,

而另一边

dK(fdt ∧ π∗η) = d

[(∫ 1

0

f(x, t)dt

)
η

]
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=
∑
i

(
∂

∂xi

∫ 1

0

f(x, t)dt

)
dxi ∧ η +

(∫ 1

0

f(x, t)dt

)
dη

=
∑
i

(∫ 1

0

∂f

∂xi
(x, t)dt

)
dxi ∧ η +

(∫ 1

0

f(x, t)dt

)
dη,

Kd(fdt ∧ π∗η) = K

(∑
i

∂f

∂xi
dxi ∧ dt ∧ π∗η − fdt ∧ dπ∗η

)

= −
∑
i

(∫ 1

0

∂f

∂xi
(x, t)dt

)
dxi ∧ η −

(∫ 1

0

f(x, t)dt

)
dη,

因此也有 dK +Kd = i∗1 − i∗0，得证.

6.2 Mayer-Vietoris序列
M-V序列之于 de Rham上同调群很像 van Kampen定理之于基本群，它们都建立了子结构于整体结构之间

的联系，不过M-V序列要比 van Kampen简单得多.这一部分的大体思路类似 Zig-Zag定理，不过除了直接调用
这一结果，一些具体的构造也值得关注.

6.2.1 Mayer-Vietoris序列

若 {U, V }是M 的开覆盖，设 ιU , ιV 为两个包含映射，则其有拉回

ι∗U : Ω∗(M) → Ω∗(U), ι∗V : Ω∗(M) → Ω∗(V ),

并且它们恰好是“限制映射”，借此可定义

i : Ω∗(M) → Ω∗(U)⊕ Ω∗(V ), ω 7→ (ω|U , ω|V ),

另外考虑 U ∩ V 到 U, V 的嵌入 U , V，同样可由其拉回 ∗U , 
∗
V 定义

j : Ω∗(U)⊕ Ω∗(V ) → Ω∗(U ∩ V ), (ω, τ) 7→ τ |U∩V − ω|U∩V

相比 i，映射 j 的定义比较奇怪，这是为了下述定理服务：

命题 6.4 (一些短正合列)

♠

对任意 k ⩾ 0有短正合列

0 Ωk(M) Ωk(U)⊕ Ωk(V ) Ωk(U ∩ V ) 0i j

证明 取 {ρU , ρV }为从属于 {U, V }的单位分解.
M = U ∪ V 说明 i为单射.
一方面显然 Im i ⊂ Ker j，另一方面若 τ |U∩V = ω|U∩V 则可定义 ω ∈ Ωk(M)，它在 U, V 上同 ω, τ 取值，
因此 Im i = Ker j.
对任意 ω ∈ Ωk(U ∩ V )，定义 ωU , ωV 分别为 (ρV ω)|U∩V , (ρUω)|U∩V 向 U, V 零延拓的结果，则

j(−ωU , ωV ) = ωV |U∩V + ωU |U∩V = ρUω + ρV ω = ω.

注这种“交叉延拓”的方法是为了避免边界点出问题.
上述命题说明有上链复形的正合列

0 Ω∗(M) Ω∗(U)⊕ Ω∗(V ) Ω∗(U ∩ V ) 0i j

这可以诱导一系列短链Hk
dR(M) → Hk

dR(U)⊕Hk
dR(V ) → Hk

dR(U ∩ V )，进而由 Zig-Zag定理可以给出一个重要
的长正合列：
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6.2 Mayer-Vietoris序列

定理 6.4 (Mayer-Vietoris序列)

♥

设 {U, V }为M 的开覆盖，则有长正合列

Hk+1
dR (M) Hk+1

dR (U)⊕Hk+1
dR (V ) · · ·

Hk
dR(M) Hk

dR(U)⊕Hk
dR(V ) Hk

dR(U ∩ V )

· · · Hk−1
dR (U)⊕Hk−1

dR (V ) Hk−1
dR (U ∩ V )

i∗ j∗

i∗ j∗

d∗

i∗ j∗

d∗

其中 i∗, j∗ 为 i, j 的诱导映射.

注注意到序列起始的 H0
dR(M) → H0

dR(M)为单射，因此可以添加 0写作 0 → H0
dR(M) → H0

dR(M).
定理的证明没什么好说的，比较重要的一点是转移映射 d∗的构造.如果直接从 Zig-Zag的角度来看，它定义

为
d∗([ω]) = [i−1 ◦ d ◦ j−1(ω)],

而在 de Rham上同调理论中，它有一些具体的内涵：对任意 ω ∈ Zk(U ∩ V )，可令（它在 U ∩ V 上良定）

η =

−d(ρV ω), on U,

d(ρUω), on V,

则恰好有

d∗([ω]) = [i−1 ◦ d ◦ j−1(ω)]

= [i−1 ◦ d(−ρV ω, ρUω)]

= [i−1(−d(ρV ω), d(ρUω))]

= [η].

6.2.2 一些应用

¶球面的上同调群

定理 6.5 (球面的 de Rham上同调群)

♥

对任意 n ⩾ 1有

Hk
dR(S

n) ∼=

R, k = 0, n,

0, 1 ⩽ k ⩽ n− 1.

对于上面的定理，只需用M-V序列给出如下结果即可：

命题 6.5

♠

对任意 n ⩾ 2有 H1
dR(S

n) = {0}.
对任意 n, k ⩾ 2有 Hk

dR(S
n) ∼= Hk−1

dR (Sn−1).

证明 设 U = Sn\N,V = Sn\S，则 U, V ∼= Rn, U ∩ V ' Sn−1，首先考虑正合列

0 H0
dR(S

n) H0
dR(U)⊕H0

dR(V ) H0
dR(U ∩ V ) H1

dR(S
n) H1

dR(U)⊕H1
dR(V )

代入可得
0 R R2 R H1

dR(S
n) 0i∗ j∗ d∗
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因此 H1
dR(S

n) ∼= R/Ker d∗ = R/Im j∗，但 i∗ 为单射说明

dim Im j∗ = dimR2 − dimKer j∗ = 2− dim Im i∗ = 1,

因此 H1
dR(S

n) ∼= {0}.
另外考虑正合列（k ⩾ 2）

Hk−1(U)⊕Hk−1(V ) Hk−1
dR (U ∩ V ) Hk

dR(S
n) Hk

dR(U)⊕Hk
dR(V )

代入可得
0 Hk−1

dR (Sn−1) Hk
dR(S

n) 0

因此 Hk−1
dR (Sn−1) ∼= Hk

dR(S
n).

借助上面的结果，可以给出欧氏空间维数不变性的一个证明.

定理 6.6 (维数不变性)

♥若m 6= n，则 Rn 不同胚于 Rm.

证明 若不然则各挖去一个点可得 Sn−1 ∼= Sm−1，但根据上面的计算，它们的 de Rham上同调群不同，因此不
同胚，矛盾.

¶de Rham上同调群的维数有限性

定义 6.6 (好覆盖)

♣

设M 为光滑流形，{Uα : α ∈ Λ}为M 的开覆盖，若对 Λ的任意有限子集 I，交集 UI :=
⋂
α∈I Uα 或为

空集，或微分同胚于 Rn，则称 {Uα : α ∈ Λ}为好覆盖.

注借助 Riemann度量可以证明，任何光滑流形上都有一个好覆盖，并且对于紧流形这个好覆盖可取为有限的.并
且对M 的任意开覆盖，它都有一个好覆盖作为加细.

定理 6.7 (de Rham上同调群的维数有限性)

♥若M 存在有限好覆盖，则其 de Rham上同调群都是有限维的.

证明 若 M 的有限好覆盖只有一个集合，则命题显然成立，假设对 l − 1 情形成立，考虑 M 的有限好覆盖为
{U1, · · · , Ul}的情形，记 U = U1 ∪ · · · ∪ Ul−1, V = Ul，则M = U ∪ V，根据归纳假设可知 U, V, U ∩ V 的 de
Rham上同调群都是有限维的.考虑正合列

Hk−1
dR (U ∩ V ) Hk

dR(M) Hk
dR(U)⊕Hk

dR(V )d∗ i∗

则 Hk(M)/Ker i∗ ∼= Im i∗，而

dimKer i∗ = dim Im d∗ = dimHk−1(U ∩ V )− dimKer d∗,

因此 dimHk(M) <∞.
由于紧流形存在有限坐标卡覆盖为好覆盖，因此有如下结果：

推论 6.4 (紧流形具有有限维 de Rham上同调群)

♥
若M 为紧流形或同伦等价于紧流形，则对任意 k有 dimHk

dR(M) <∞.
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¶Kunneth公式

定理 6.8 (Kunneth公式)

♥

设M,N 存在有限好覆盖，则对任意 0 ⩽ k ⩽ dimM + dimN 有

Hk
dR(M ×N) ∼=

⊕
i+j=k

Hi
dR(M)⊗Hj

dR(N).

证明 设 πM , πN 为投影映射，考虑映射

Φ : Ω∗(M)⊗ Ω∗(N) → Ω∗(M ×N), ω1 ⊗ ω2 7→ π∗
Mω1 ∧ π∗

Nω2,

则它诱导 de Rham上同调群间的映射

Φ∗ : H∗
dR(M)⊗H∗

dR(N) → H∗
dR(M ×N), [ω1]⊗ [ω2] 7→ [π∗

Mω1 ∧ π∗
Nω2],

下证 Ψ∗ 是线性同构，对M 好覆盖的个数 l归纳，当 l = 1时M ∼= Rn,M ×N ' N，因此公式显然成立.假设
Kunneth公式对不超过 l−1个好开覆盖的流形M成立，设M的好覆盖为 {U1, · · · , Ul}，记U = U1∪· · ·∪Ul−1, V =

Ul，再记
Hk(M,N) :=

⊕
i+j=k

Hi
dR(M)⊗Hj

dR(N),

考虑图表

· · · Hk(M,N) Hk(U,N)⊕Hk(V,N) Hk(U ∩ V,N) Hk+1(M,N) · · ·

· · · Hk
dR(M ×N) Hk

dR(U ×N)⊕Hk
dR(V ×N) Hk

dR((U ∩ V )×N) Hk+1
dR (M ×N) · · ·

i∗

Φ∗

j∗

Φ∗

d∗

Φ∗ Φ∗

i∗ j∗ d∗

根据 M-V序列可知两行为正合列，根据归纳假设可知中间两个 Φ∗ 为同构，因此只需验证 Φ∗ 与 i∗, j∗, d∗ 的交
换性，就可由“五引理”得证（验证不算困难，略麻烦些）.
借助 Kunneth公式，可以计算出

Hk
dR(S

n × Sn) ∼=


R, k = 0, 2n,

R2, k = n,

0, else.

此外可以归纳出 n维环面 Tn 的 de Rham上同调群为

Hk
dR(Tn) ∼= R(

n
k).

6.3 紧支集 de Rham上同调
容易验证，M 上紧支光滑 k-形式的全体 Ωkc (M) 是一个线性空间（也是 Ωk(M) 的子空间，同时是一个

C∞(M)-模），借助外微分同样可得一个上链复形

0 Ω0
c(M) Ω1

c(M) · · · Ωmc (M) 0d d

同样可以考虑“紧支闭形式”与“紧支恰当形式”

Zkc (M) = {ω ∈ Ωkc (M) : dω = 0},

Bkc (M) = {ω ∈ Ωkc (M) : ∃η ∈ Ωk−1
c (M) s.t. ω = dη}.

并由此定义出对应的上同调群.

定义 6.7 (紧支集 de Rham上同调群)

♣
设M 为光滑流形，称 Hk

c (M) = Zkc (M)/Bkc (M)为M 的 k阶紧支集 de Rham上同调群.
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注
1. 若M 为紧流形，则 Ωkc (M) = Ωk(M)，因此 Hk

c (M) = Hk
dR(M).

2. 根据定义有 Zkc (M) = Zk(M) ∩ Ωkc (M)，因此“紧支闭形式”就是“紧支的闭形式”，但一般“紧支且恰
当的形式”未必是“紧支恰当形式”，只有 Bkc (M) ( Bk(M) ∩ Ωkc (M).例如考虑 R上的光滑函数 g，它
在 x ⩽ 0时取 0，在 x ⩾ 1时取 1，记 f = g′ 则 fdx = dg ∈ B1(R) ∩ Ωkc (R)，但

∫
R fdx = 1 6= 0，因此

fdx /∈ B1
c (R).

3. 对于 k = 0有
H0
c (M) = Z0

c (M) = {f ∈ C∞(M) : df = 0, supp f紧},

而 df = 0的函数在每个连通分支上取常值，f 紧说明它在非紧连通分支上均为 0，因此若设Kc为M 紧连
通分支个数，则 H0

c (M) ∼= RK .
4. 容易验证，紧支 de Rham 上同调群之间可以定义与非紧情形相同的上积，并且在上积运算下有分次环
H∗
c (M). 特别地，可以定义 de Rham 上同调群与紧支 de Rham 上同调群之间的上积，并且其结果依然是
紧支的.
与一般的 de Rham 上同调不同之处在于，Hk

c 不再是一个从光滑流形范畴到线性空间范畴的函子，因为对
光滑映射 F : M → N 有 suppF ∗ω ⊂ F−1(suppω)，因此光滑映射的拉回不一定保持紧支性，因此同伦不变性、
M-V序列等结果不能直接得到.
作为补救，可以令 F :M → N 为逆紧光滑映射，则此时其拉回依然有紧支集，并且

F ∗ : H∗
c (N) → H∗

c (M)

是良定的线性映射，对应关系 F 7→ F ∗满足函子性，因此Hk
c 可以视为逆紧光滑范畴（态射为逆紧光滑映射）到

线性空间范畴的函子.由于微分同胚都是逆紧的，因此立得：微分同胚的光滑流形具有相同的紧支上同调群.进
一步可以证明：

定理 6.9 (紧支 de Rham上同调：逆紧同伦不变性)

♥
若逆紧光滑映射 φ0, φ1 :M → N 逆紧同伦，则它们有相同的诱导映射 φ∗0 = φ∗1 : Hk

c (N) → Hk
c (M).

注逆紧同伦是指存在逆紧映射 Φ :M × I → N 为连接 φ0, φ1 的同伦.
对于逆紧映射，可以在Whitney逼近定理的基础上证明：

定理 6.10 (逆紧映射的Whitney逼近定理)

♥光滑流形之间的逆紧连续映射一定同伦于某个逆紧光滑映射.

进一步，由于同胚都是逆紧连续映射，因此紧支 de Rham上同调群仍然是拓扑不变量.

推论 6.5 (紧支 de Rham上同调的拓扑不变性)

♥
若M,N 同胚，则 H∗

c (M) ∼= H∗
c (N).

不过紧支 de Rham上同调群不再是同伦不变量，这由后面欧氏空间的紧支 de Rham上同调群就能看出.

¶欧氏空间的紧支 de Rham上同调群

下面证明如下结果：

定理 6.11 (紧支 de Rham上同调群的 Poincare引理)

♥

Hk
c (Rm) =

R, k = m,

0, k 6= m.
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【STEP 0.计算 H0
c (Rm)】

由于 Rm 都是非紧连通的，因此可以直接得到 H0
c (Rm) = {0}.

【STEP 1.计算 H1
c (Rm),m > 1】�

笔记基本思路是将 Rm 由球极投影等同（微分同胚）到 Sm\N，则 Rm 上的紧支微分形式对应到 Sm 上支在 N

之外的微分形式，从而借助 Sm 的 de Rham上同调群计算.
设 φ : Sm\N → Rm 为微分同胚，ι : Sm\N ↪→ Sm 为嵌入，令 ι∗ : Ωkc (S

m\N) → Ωk(Sm)为紧支集光滑形
式的零扩张，对任意 ω ∈ Ωkc (Rm)，令 ω̃ = ι∗φ

∗ω，则每个“Rm上的紧支微分形式”都唯一对应了一个“Sm上
支在北极点 N 之外的微分形式”，反之亦然.注意到 d也与 ι∗ 可交换，因此若 ω = dη则

ω̃ = ι∗φ
∗ω = ι∗φ

∗dη = dι∗φ
∗η = dη̃,

特别地，ω为闭形式当且仅当 ω̃为闭形式.
对任意 ω ∈ Z1

c (Rm)，取 N 的连通开邻域 U 使得对应的 ω̃ ∈ Z1(Sm)支在 U 外，H1
dR(S

m) = 0说明 ω̃ 恰
当，即存在 f̃ ∈ C∞(Sm)使得 ω̃ = df̃，由于在 U 中 df̃ = ω̃ = 0，因此 f̃ 在 U 上取常值 c，不妨设 c = 0（否则
考虑 f̃1 = f̃ − c），则 f = (φ−1)∗(ι∗)

−1f̃ ∈ C∞
c (Rm)并且 ω = df ∈ B1

c (Rm)，因此当m > 1时 H1
c (Rm) = 0.

【STEP 2.计算 Hk
c (Rm), 1 < k < m】

对任意 ω ∈ Zkc (Rm)以及对应的 ω̃ ∈ Zk(Sm)，可取N 的可缩邻域 U 使得 ω̃支在 U 外，由于Hk
dR(S

m) = 0，
因此存在 η̃ ∈ Ωk−1(Sm)使得 ω̃ = dη̃.

由于U 可缩，因此Hk−1
dR (U) = {0}，说明在U 中 dη̃ = ω̃ = 0，因此 η̃在U 中恰当，或者说存在 µ̃ ∈ Ωk−2(U)

使得 η̃ = dµ̃.取 Sm上 N 附近的鼓包函数 ρ使之支在 U 中，令 η̃1 = η̃ − d(ρµ̃) ∈ Ωk−1(Sm)则 η̃在 N 附近恒为
0，并且 dη̃1 = dη̃ = ω̃，令 η1 = (φ−1)∗(ι∗)

−1η̃1 ∈ Ωk−1
c (Rm)，则 ω = dη1 ∈ Bkc (Rm)，因此当 1 < k < m时有

Hk
c (Rm) = 0.
【STEP 3.1.计算 H1

c (R)】
考虑积分映射（它是良定的线性满射）∫

R
: H1

c (R) → R, [ω] 7→
∫
R
ω,

容易验证它是线性满射，若对某个 f ∈ C∞
c (M) 有

∫
R f(t)dt = 0，则 g(t) =

∫ t
−∞ f(s)ds ∈ C∞

c (R) 且满足
fdt = dg，即 fdt ∈ B1

c (R), [fdt] = 0，说明
∫
R 是单射，因此 H1

c (R) ∼= R.
【STEP 3.2.计算 Hm

c (Rm),m > 1】
同样考虑积分映射（它是良定的线性满射）∫

Rm

: Hm
c (Rm) → R, [ω] 7→

∫
Rm

ω,

设 ω ∈ Ωmc (Rm) = Zmc (Rm)满足
∫
Rm ω = 0，将 Rm 视为 Sm\N，并将 ω对应为 Sm 上支在 N 外的m形式 ω̃，

则 ∫
Sm

ω̃ =

∫
Sm

ι∗φ
∗ω =

∫
Sm\N

φ∗ω =

∫
Rm

ω = 0,

而 Sm 是紧流形，同样有良定的积分映射
∫
Sm : Hm

dR(S
m) → R，由于 Hm

dR(S
m) ∼= R，因此 Ker

∫
Sm = 0，由∫

Sm ω̃ = 0可知 [ω̃] = 0，即存在 η̃ ∈ Ωm−1(Sm)使得 ω̃ = dη̃.
重复前面的论证：取 N 的可缩开邻域 U 使得 ω̃|U = 0，再将 η̃调整为 η̃1 = η̃ − d(ρµ̃)，µ̃ ∈ Ωm−2(U)使得

在 U 上 dµ̃ = η̃，再令 η1 = (φ−1)∗(ι∗)
−1η̃1 ∈ Ωm−1

c (Rm)，则 ω = dη1 ∈ Bmc (Rm), [ω] = 0，说明
∫
Rm 是同构.

¶紧支 de Rham上同调群的Mayer-Vietoris序列

对于紧支情形，不能直接用包含映射的拉回给出紧支形式之间的映射，因为包含映射一般不是逆紧的，但
从上面计算 Hk

c (Rm) 的过程可以看出，对于 M 的开子集 U，包含映射 ι : U ↪→ M 可以诱导“推出”映射
ι∗ : Ω∗

c(U) → Ω∗
c(M)，它通过零延拓将 U 上的紧支形式对应到M 的紧支形式，并且 ι∗ 与 d可交换，它也诱导
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6.3 紧支集 de Rham上同调

线性映射
ι∗ : Hk

c (U) → Hk
c (M).

因此设 {U, V }为M 的开覆盖，借助推出可以定义

jc : H
k
c (U ∩ V ) → Hk

c (U)⊕Hk
c (V ), [ω] 7→ ((1)∗[ω], (2)∗[ω])

以及
ic : H

k
c (U)⊕Hk

c (V ) → Hk
c (M), ([ω1], [ω2]) 7→ (ι1)∗[ω1] + (ι2)∗[ω2],

并且有正合列
0 Hk

c (U ∩ V ) Hk
c (U)⊕Hk

c (V ) Hk
c (M) 0

jc ic

进一步可以定义连接同态 d∗c : Hk
c (M) → Hk+1

c (U ∩ V )，首先取单位分解 {ρU , ρV }，则对任意 ω ∈ Zkc (M)

有 ρUω ∈ Zkc (U), ρV ω ∈ Zkc (V )，并且由于 d(ρUω) = −d(ρV ω)，因此 d(ρUω) ∈ Zk+1
c (U ∩ V )，可定义

d∗c [ω] = [d(ρUω)].

此时由 Zig-Zag定理，可以给出紧支 de Rham上同调的M-V序列.

定理 6.12 (Mayer-Vietoris序列：紧支版本)

♥

设 {U, V }为M 的开覆盖，则有长正合列

Hk+1
c (U ∩ V ) Hk+1

c (U)⊕Hk+1
c (V ) · · ·

Hk(U ∩ V ) Hk
c (U)⊕Hk

c (V ) Hk
c (M)

· · · Hk−1
c (U)⊕Hk−1

c (V ) Hk−1
c (M)

j∗c i∗c

j∗c i∗c

d∗

j∗c i∗c

d∗

其中 i∗c , j
∗
c 定义如上.

注由于此时通过“推出”而非“拉回”，因此紧支版本的M-V序列局部与M-V序列方向相反.
同样地，借助紧支M-V序列可以证明：

定理 6.13 (有限维紧支 de Rham上同调群的刻画)

♥
若M 有好覆盖，则对任意 k都有 dimHk

c (M) <∞.

定理 6.14 (Kunneth公式：紧支版本)

♥

若M,N 都有有限好覆盖，则 H∗
c (M ×N) = H∗

c (M)⊗H∗
c (N)，即对任意 0 ⩽ k ⩽ dimM + dimN 有

Hk
c (M ×N) ∼=

⊕
i+j=k

Hi
c(M)⊗Hj

c (N).

¶积分映射

对于m维可定向流形M 以及最高形式 ω ∈ Ωmc (M)，则 ω闭并且可定义积分映射∫
M

: Ωmc (M) → R, ω 7→
∫
M

ω,

注意到若 ω ∈ Bmc (M)，则根据 Stokes公式可得
∫
M
ω = 0，因此积分映射实际上诱导了线性映射∫

M

: Hm
c (M) → R, [ω] 7→

∫
M

ω.

95



6.3 紧支集 de Rham上同调

命题 6.6 (积分映射是满的)

♠
设M 为m维连通可定向光滑流形，则积分映射

∫
M

: Hm
c (M) → R是满射.

证明 考虑M 上的体积形式 ω，对任意 c ∈ R，容易构造出某个紧支在坐标开集中的函数 f 使得
∫
M
fω = c.

进一步，若 Hm
c (M) ∼= R，则其上的最高次紧支恰当形式有一个很好的刻画.

推论 6.6

♥
设M 为m维连通可定向光滑流形且Hm

c (M) ∼= R，则对于 ω ∈ Ωmc (M)，ω ∈ Bmc (M)当且仅当
∫
M
ω = 0.

证明 此时积分映射是线性同构，因此
∫
M
ω = 0当且仅当 [ω] = 0，即 ω ∈ Hm

c (M).

6.3.1 最高阶 de Rham上同调群

¶可定向流形的最高阶紧支 de Rham上同调群

我们已知 Hm
c (Sm) = Hm

c (Rm) ∼= R，事实上这对一般的连通定向流形都成立.

定理 6.15 (连通定向流形的最高阶紧支 de Rham上同调群)

♥
设M 为m维连通定向光滑流形，则积分映射

∫
M

: Hm
c (M) → R为线性同构，因此 Hm

c (M) ∼= R.

证明
由于紧流形的 de Rham上同调群就是紧支上同调群，因此

推论 6.7

♥
若M 是m维连通定向紧光滑流形，则 Hm

dR(M) ∼= Hm
c (M) ∼= R.

¶可定向流形的最高阶 de Rham上同调群

为了计算非紧可定向流形的最高阶 de Rham上同调群，需要如下引理：

引理 6.4 (非紧光滑流形的某种开覆盖)

♥

设M 为非紧连通光滑流形，则存在M 的局部有限可数覆盖 {Vk}满足
每个 Vk 都是连通预紧开集（即其闭包为紧集）.
对任意 k，存在 j > k使得 Vk ∩ Vj 6= ∅.

证明 借助穷竭函数构造即可.

定理 6.16 (非紧连通定向流形的最高阶 de Rham上同调群)

♥
设M 是m维非紧连通可定向光滑流形，则 Hm

dR(M) = 0.

¶不可定向流形的情形

定理 6.17 (不可定向流形的最高阶 de Rham上同调群)

♥
设M 是m维连通不可定向光滑流形，则 Hm

dR(M) = Hm
c (M) = 0.
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6.3.2 映射度

对于m维连通定向流形M,N，积分映射给出了同构 Hm
c (M) ∼= R,Hm

c (N) ∼= R，若 f : M → N 为逆紧光
滑映射，则拉回诱导线性同构 f∗ : R ∼= Hm

c (N) → Hm
c (M) ∼= R，由于两边都是一维，因此存在常数 deg f 使得∫

M

f∗ω = (deg f)

∫
N

ω,

由此可给出映射度的定义.

定义 6.8 (映射度)

♣设M,N 为m维连通定向流形，f :M → N 为逆紧光滑映射，称上述常数 deg f 为 f 的映射度.

注
1. 由于映射度通过积分定义，因此它与定向有关（选择不同定向可能得到相反数），因此定义 deg f 时要先确
定定向；不过当 f 为M 到自身的映射时，deg f 与定向的选取无关.

2. 对于微分同胚 f :M → N，根据换元公式可得

deg f =

1, f保定向,

−1, f反定向.

命题 6.7 (映射度的基本性质)

♠

设M,N,P 为同维连通定向流形，则
1. 若 f :M → N, g : N → P 都是逆紧光滑映射，则 g ◦ f 也逆紧光滑，并且

deg g ◦ f = (deg g)(deg f).

2. 若 f :M → N, g :M → N 逆紧同伦，则 deg f = deg g.

注由于每个逆紧连续映射都逆紧同伦于一个逆紧光滑映射，因此可以定义逆紧连续映射的映射度.
由于紧流形之间的连续映射都逆紧，因此对于紧流形 M 以及 Sm，若光滑映射 f, g : M → Sm 同伦，则

deg f = deg g，事实上反之也可以用映射度判定同伦.

定理 6.18 (Hopf映射度定理)

♥设M 为m维连通定向流形，则连续映射 f, g :M → Sm 同伦当且仅当 deg f = deg g.

借助局部信息，可以计算出逆紧映射的映射度.首先考虑非满射情形：

命题 6.8 (不满⇒映射度为 0)

♠设M,N 是m维连通定向光滑流形，若逆紧映射 f :M → N 不是满射，则 deg f = 0.

证明 由于逆紧映射是闭映射，因此若 f 不满则存在 q /∈ f(M)以及邻域 Ũ ∩ f(M) = ∅.取支在 Ũ 中的 m次形
式 ω使得

∫
N
ω = 1，则 f∗ω = 0，因此 deg f = 0.

若逆紧映射 f :M → N 是满射，取 q ∈ N 为 f 的一个正则值，则 f−1(q) = {p1, · · · , pk}，并且存在 q的邻
域 Ũ 以及 pi 的邻域 Ui 使得 Ui 两两无交，f |Ui : Ui → Ũ 为微分同胚以及 f−1(Ũ) =

⋃n
i=1 Ui.取 Ũ , Ui 充分小，

可使之都是连通定向坐标卡，令

σi =

1, f |Ui保定向,

−1, f |Ui反定向.

取 ω ∈ Ωmc (Ũ)使得
∫
N
ω = 1，则 f∗ω支在 f−1(Ũ) =

⋃k
i=1 Ui 中，并且∫

N

f∗ω =

n∑
i=1

∫
Ui

f∗ω =

n∑
i=1

σi

∫
Ũ

ω =

n∑
i=1

σi.
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即得

定理 6.19 (映射度的局部计算)

♥
映射度一定是整数，并且 deg f =

∑n
i=1 σi.

¶毛球定理

定理 6.20 (毛球定理)

♥偶数维球面上不存在处处非零的光滑向量场.

证明 假设 S2n ⊂ R2n+1 中存在处处非零的光滑向量场 X，可不妨设对任意 p ∈ S2n 都有 |Xp| = 1.将 p,Xp 均
视为 R2n+1 中的向量，考虑映射

F : S2n × I → S2n, (p, t) 7→ p cosπt+Xp sinπt,

则 p ⊥ Xp, |p| = |Xp| = 1说明 F 是恒同映射 IdSn 与对径映射 f 之间的同伦，而偶数维球面上的对径映射是反
定向的，但是 −1 = deg f 6= deg IdS2n = 1，矛盾.

¶Brouwer不动点定理

引理 6.5 (边界映射向内部扩张的条件)

♥

设 M 是 m 维连通紧定向光滑流形，边界 ∂M 也连通，X 是 m − 1 维连通定向无边流形，若光滑映射
f : ∂M → X 可以扩张为光滑映射 g :M → X，则 deg f = 0.

证明 设 ι : ∂M →M 为嵌入映射，则 f = g ◦ ι，取 ω ∈ Ωm−1(X)使得
∫
X
ω = 1则

deg f = (deg f)

∫
X

ω =

∫
∂M

f∗ω =

∫
∂M

ι∗g∗ω =

∫
M

d(g∗ω) =

∫
M

g∗dω = 0.

定理 6.21 (Brouwer不动点定理)

♥Rm 中从闭单位球 B 到自身的连续映射都有不动点.

¶Borsuk-Ulam定理

定理 6.22 (Borsuk-Ulam定理)

♥
对任意连续映射 f : Sm → Rm，存在 p0 使得 f(p0) = f(−p0).

6.3.3 Poincare对偶

设M 为m维定向光滑流形，则借助上积和积分可以构造出双线性映射

P kM : Hk
dR(M)×Hm−k

c (M) → R, ([ω], [η]) 7→
∫
M

ω ∧ η,

并且该双线性映射诱导 Poincare对偶映射

PkM : Hk
dR(M) → (Hm−k

c (M))∗, [ω] 7→ {η 7→
∫
M

ω ∧ η},

事实上，可以证明这是一个线性同构.
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定理 6.23 (Poincare对偶)

♥

对任意m维定向流形M，Poincare对偶

PkM : Hk
dR(M) → (Hm−k

c (M))∗, [ω] 7→ {η 7→
∫
M

ω ∧ η},

是一个线性同构.

注若 dimHm−k
c <∞，则 Hk

dR(M) ∼= (Hm−k
c (M))∗ ∼= Hm−k

c (M)；特别地，PkM ([1]) =
∫
M

.
借助 Poincare对偶，可以给出许多重要结果：

推论 6.8 (紧支 de Rham上同调群的 Kunneth公式)

♥

设M,N 都是定向流形，则

Hk
c (M ×N) ∼=

k⊕
i+j=k

Hi
c(M)⊗Hj

c (N).

借此可得推论：

推论 6.9

♥

对任意定向流形M，若其紧支上同调群都是有限维的，则

Hk+l
c (M × Rl) ∼= Hk

c (M).

¶Betti数与 Euler示性数

在前文中，光滑流形的 Betti数与 Euler示性数定义为

bk = dimHk
dR(M), χ(M) =

m∑
k=0

(−1)kbk,

对于紧流形（其上 de Rham上同调群与紧支情形相同）有：

引理 6.6

♥

设M 为m维紧定向流形，则
对任意 k有 bk = bm−k.
若m = 4n+ 2则 b2n+1 为偶数.

定理 6.24 (紧定向流形的 Euler示性数)

♥

设M 是紧定向流形，则
1. 若 dimM = 2n+ 1，则 χ(M) = 0.
2. 若 dimM = 4n+ 2，则 χ(M)为偶数.

6.4 Thom类

¶向量丛间的运算

定理 6.25 (向量丛的同伦不变性)

♥

设 Y 为紧流形，光滑映射 f0, f1 : Y → X 同伦，E为X 上的向量丛，则有向量丛同构 f−1
0 E ∼= f−1

1 E，也
就是说同伦诱导丛同构.
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证明 设 f : Y × I → X 为连接 f0, f1的同伦，下面证明：若对某个 t0 ∈ I，f−1
t0 E与某个 Y 上的向量丛 F 同构，

则在 t0的某个邻域内对任意 t都有 f−1
t E ∼= F，进而借助 I 的紧性可得 f−1

0 E ∼= f−1
1 E（或者说对任意 t，f−1

t E

均相互同构）.
注上述证明中，Y 的紧性只用于寻找一个包含在大覆盖中的“管型”邻域，而这仿紧性也可以做到，因此上述
定理对仿紧空间依然成立，但大多空间（例如流形、度量空间等）都是仿紧的，因此其泛用性很高.

推论 6.10

♥可缩流形上的向量丛都是平凡的.

证明 设M 为可缩流形，E 为其上的向量丛，f :M → pt, g : pt→M 使得 g ◦ f ' IdM，则由同伦不变性可得

E ∼= (g ◦ f)−1E = f−1g−1E,

其中 g−1E（是一点上的向量丛）为平凡的，则 f−1g−1E 自然也是平凡的.

¶向量丛的紧上同调

根据 de Rham上同调/紧支上同调的 Poincare对偶可得

H∗
dR(M × Rn) = H∗

dR(M), H∗
c (M × Rn) = H∗−n

c (M),

如果将 M × Rn 视为 M 上的平凡丛，则对一般的向量丛 E，零截面 s : x 7→ (x, 0) 将 M 嵌入到 E，而这时
M × {0}为 E 的形变收缩核，因此根据 de Rham上同调群的同伦不变性可得

H∗
dR(E) ∼= H∗

dR(M),

但是紧支情形则不然（Mobius带可以视为 S1 的 1维向量丛，但它的紧支上同调群是平凡的），不过若 E,M 都
是有有限好覆盖的定向流形，则根据 Poincare对偶易得（设 E 是m+ n维流形）

H∗
c (E) ∼= (Hm+n−∗

dR (E))∗ ∼= (Hm+n−∗
dR (M))∗ ∼= H∗−n

c (M).

引理 6.7 (定向流形上的定向丛)

♥若 E 为定向流形M 上的定向向量丛，则它是一个定向流形.

注注意，这里的条件仅要求 E 是定向向量丛，而不要求其光滑性.

命题 6.9

♠
若 π : E →M 为定向向量丛，M 是有有限好覆盖的定向流形，则 H∗

c (E) ∼= H∗−n
c (M).

注后面会看到，这里对M 可定向的要求是多余的.

¶紧垂上同调与纤维积分

定义 6.9 (紧垂上同调)

♣

1. 设向量丛 π : E → M，称 Ω∗
cv(E) 中的元素为紧垂形式，其中 ω ∈ Ω∗

cv(E) 当且仅当对任意紧集
K ⊂M，π−1(K) ∩ suppω为紧集.

2. 借助紧垂复形 Ω∗
cv(E)，可以定义出紧垂上同调 H∗

cv(E).

注 Ω∗
cv(E)中的元素 ω未必在 E上紧支，但 suppω|π−1(x) ⊂ π−1(x)∩ suppω紧，因此 ω在每个纤维上的限制都

是紧支的.
若E还是可定向流形，则可以仿照证明 de Rham上同调群同伦不变性的过程，定义出纤维积分π∗ : Ω∗

cv(E) →
Ω∗−n(M).
【STEP 1.E =M × Rn 情形】
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我们断言：Ω∗
cv(E)中的微分形式可以分解为 fdtI ∧ π∗φ的局部有限和，其中 f ∈ C∞(E)在每个纤维上紧

支，φ ∈ Ω∗(M), I 为指标（要求 I 保持升序）.
进而定义映射

π∗ : fdtI ∧ π∗φ 7→

0, |I| < n,

φ
∫
Rn fdt

1 ∧ · · · ∧ dtn, |I| = n,

【STEP 2.一般情形】
对于一般的定向向量丛 E，设 {(φα, Uα)}为定向平凡化映射，对任意 ω ∈ Ω∗

cv(E)，只需讨论它局部为第二
类的情形.

考虑 ωα := ω|π−1(Uα)，它支在 π−1(Uα)中，设 ω = fdt1 ∧ · · · dtn ∧ π∗φ，则可直接定义

π∗(ωα) = φ

∫
Rn

fdt1 ∧ · · · ∧ dtn,

并且容易验证它是良定的，即在公共区域有 π∗ωα = π∗ωβ，因此 {π∗ωα}给出了M 上的形式 π∗ω.

命题 6.10 (纤维积分与外微分的交换性)

♠纤维积分 π∗ 与外微分 d可交换.

命题 6.11 (投影公式)

♠

设 π : E →M 为 n维向量丛，τ ∈ Ω∗(M), ω ∈ Ω∗
cv(E)，则 π∗(π

∗τ ∧ ω) = τ ∧ π∗ω.
若M 还是m维定向流形，ω ∈ Ωqcv(E), τ ∈ Ωm+n−q

c (M)，则借助 E 上的局部积定向可得∫
E

(π∗τ) ∧ ω =

∫
M

τ ∧ π∗ω.

证明
1. 在局部考虑，不妨设 E =M × Rn, ω = π∗φ ∧ fdtI，若 |I| < n则

π∗(π
∗τ ∧ ω) = π∗(π

∗(τ ∧ φ) ∧ fdtI) = 0 = τ ∧ π∗ω.

若 |I| = n则

π∗(π
∗τ ∧ ω) = π∗(π

∗(τ ∧ φ) ∧ fdtI) = (τ ∧ φ)
∫
Rn

fdt1 ∧ · · · ∧ dtn = τ ∧ π∗ω.

2. 设 {(Uα, φα)}为E的定向平凡化，{ρα}为从属的单位分解，则ω =
∑

(π∗ρα)ω，其中 (π∗ρα)ω支在 π−1(Uα)

中，则∫
E

π∗τ ∧ ω =
∑
α

∫
π−1(Uα)

(π∗τ) ∧ (π∗ρα)ω,

∫
M

τ ∧ π∗ω =
∑
α

∫
Uα

τ ∧ π∗(π∗ρα)ω =
∑
α

∫
Uα

τ ∧ ρπ∗ω,

其余过程同 1.

定理 6.26 (纤维积分给出 Thom同构)

♥
设 n维定向向量丛 π : E →M，M 有有限好覆盖，则 H∗

cv(E) ∼= H∗−n
dR (M).

注事实上，这一命题对一般的定向流形M 也成立.
证明 设 U, V 为M 的开集，根据单位分解易得正合列

0 Ω∗
cv(E|U∪V ) Ω∗

cv(E|U )⊕ Ω∗
cv(E|V ) Ω∗

cv(E|U∩V ) 0

因此有M-V序列构成的图

· · · H∗
cv(E|U∪V ) H∗

cv(E|U )⊕H∗
cv(E|V ) H∗

cv(E|U∩V ) H∗+1
cv (E|U∪V ) · · ·

· · · H∗−n
dR (U ∩ V ) H∗−n

dR (U)⊕H∗−n
dR (V ) H∗−n

dR (U ∩ V ) H∗−n+1
dR (U ∩ V ) · · ·

π∗ π∗

d∗

π∗ π∗

d∗
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上图中前两圈的交换性是平凡的，第三圈直接验证：

π∗d
∗ω = π∗(π

∗dρU ∧ ω) = dρU ∧ π∗ω = d∗π∗ω.

一方面，当 U ∼= Rn时命题是显然的，借助五引理可知当命题对 U, V, U ∩ V 成立时对 U ∪ V 也成立，因此
对好覆盖的个数归纳即得.
注仿照这一过程，考虑 E,M 的紧支M-V序列可得 H∗

c (E) ∼= H∗−n
c (M)，由此可说明命题6.9中对M 可定向的

要求是多余的.

推论 6.11 (紧垂上同调的 Poincare对偶)

♥
纤维积分给出了同构 π∗ : H∗

cv(M × Rn) → H∗−n(M).

定义 6.10 (Thom类)

♣

称 T : H∗
dR(M)

∼→ H∗+n
cv (E)为 Thom同构，[1] ∈ H0

dR(M)对应的类 Φ(E) := T ([1]) ∈ Hn
cv(E)称为定向

向量丛 E 的 Thom类.

注由于 π∗(Φ) = 1，由投影公式可得
π∗(π

∗ω ∧ Φ) = ω ∧ π∗Φ = ω,

因此 Thom同构（实际上就是 π∗ 的逆）可记为 T ([ω]) = π∗(ω) ∧ Φ.

命题 6.12 (Thom类的等价刻画)

♠

设 π : E → M 为 n 维向量丛，则 Φ′ ∈ Hn
cv(E) 为 Thom 类当且仅当它限制在每个纤维 Ex 上恰好为

Hn
c (Ex)的生成元.

证明 设 Φ为 Thom类，x ∈ M，则
∫
Rn Φ(x, t)dt1 ∧ · · · ∧ dtn = π∗Φ(x) = 1说明 Φ|Ex

在 Ex 上积分为 1，即为
其生成元（注意到每个纤维都微分同胚于 Rn，而 Hn

c (Rn) ∼= R）.
反之设 Φ′ 在每个纤维 Ex 上的限制都是生成元，即 π∗Φ = 1，则 π∗(π

∗ω ∧ Φ′) = ω ∧ π∗Φ
′ = ω，因此

ω 7→ π∗ω ∧ Φ′ 必然为 Thom同构 T，故 Φ′ = Φ(E)为 Thom类.

命题 6.13 (向量丛直和的 Thom类)

♠
设 E1, E2 为两个定向向量丛，πi : E1 ⊕ E2 → Ei 为投影，则 Φ(E ⊕ F ) = π∗

1Φ(E) ∧ π∗
2Φ(F ).

证明 注意到 π∗
1Φ(E) ∧ π∗

2Φ(F ) ∈ Hm+n
cv (E ⊕ F )在每个纤维上的限制都是生成元，由前述命题即得.

¶Poincare对偶与 Thom类

承认这一事实：光滑流形 M 的任一子流形 S 都有“管型邻域”与 S 的法丛同构，其法丛在每一点处由
Np(S,M) := TpM/TpS 定义.

定义 6.11 (直和定向)

♣

设 A,B 为定向向量丛，定向平凡化分别为 {(Uα, φα)}, {(Uα, ψα)}，定义 A⊕B 上由 {(Uα, φα ⊕ ψα)}给
出的定向为直和定向.

设 S 为M 的子流形， : T ↪→M 为 S 的管型邻域 T 的嵌入，则有映射

H∗
dR(S) H

∗+(n−k)
cv (T ) H

∗+(n−k)
dR (M)∧Φ ȷ∗

这里 ∗有定义是因为只需考虑在 T 边界附近为 0的那些上同调类.断言：S在M 中的 Poincare对偶就是 S法丛
T 的 Thom类，即

ηS = ∗(Φ ∧ 1) = ∗Φ ∈ Hn−k
dR (M),
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6.4 Thom类

为证明这一点，只需验证对任一 ω ∈ Zkc (M)有
∫
M
ω ∧ ∗Φ =

∫
S
i∗ω，i : S → T 为嵌入（到零截面），π : T → S

为法丛的“投影”，而 π实际上是 T 到 S的形变收缩，π∗, i∗作为上同调群之间的同态互逆，因此 ω与 π∗i∗ω仅
相差一个恰当形式，可设 ω = π∗i∗ω + dτ .计算得（其中

∫
T
(dτ) ∧ Φ =

∫
T
d(τ ∧ Φ) = 0）∫

M

ω ∧ ∗Φ =

∫
T

ω ∧ Φ =

∫
T

(π∗i∗ω + dτ) ∧ Φ =

∫
T

(π∗i∗ω) ∧ Φ =

∫
S

i∗ω ∧ π∗Φ =

∫
S

i∗ω.

命题 6.14

♠

闭定向子流形 S在定向流形M 中的 Poincare对偶与 S法丛的 Thom类可以由相同的微分形式表示.
定向向量丛 π : E → M（M 可定向）的 Thom类与 E 零截面的 Poincare对偶可以由相同的微分形
式表示.

命题 6.15 (局部化性质)

♠子流形 S 的 Poincare对偶的的支集可以收缩到 S 的任意给定的管型邻域中.

¶横截性

设 f : M → N 光滑，正则水平集定理表明对 f 的任意正则值 q ∈ N，f−1(q)为M 的子流形，而对于任意
子流形 X ⊂ N，只有当 f 比较好时 f−1(X)才是M 的子流形，下面来讨论这一点.

首先对任意 q ∈ X（设 codimX = l），存在N 的坐标邻域 (V, φ) = (V, x1, · · · , xn)使得 V ∩X = {xn−l+1 =

· · · = xn = 0}为 q ∈ X 的坐标邻域，考虑映射

g : V → Rl, t 7→ (xn−l+1(t), · · · , xn(t)),

则显然 dg是满射，0为其正则值，g−1(0) = X ∩ V 以及 Ker dgq = TqX .
若要求 f−1(X)为子流形，只需对任意 p ∈ f−1(X)，找到 p在M 中的开邻域 U 使得 U ∩ f−1(X)为M 的

子流形.设 q = f(p), U = f−1(V )，则

U ∩ f−1(X) = f−1(V ∩X) = (g ◦ f)−1(0),

因此只要 0为 g ◦ f 的正则值，f−1(X)就是M 的子流形，而这当且仅当 d(g ◦ f)p = dgf(p) ◦ dfp 为满射，考虑
如下引理：

引理 6.8

♥
设线性映射 L : V →W 为满射，V1 ⩽ V，则 L(V1) =W 当且仅当 V1 +KerL = V .

注意到 Im d(g ◦ f)p = dgf(p)(Im dfp)，因此为了 d(g ◦ f)p为满射，仅需假设“Im dfp包含某个 TqX 在 TqN

中的补空间”，由此可以给出横截相交的定义：

定义 6.12 (映射与子流形的横截相交)

♣

设 f : M → N 为光滑映射，X ⊂ N 为子流形，若对任意 p ∈ f−1(X)有 Im dfp + Tf(p)X = Tf(p)N，则
称 f 与 X 横截相交.

注
1. 注意到横截相交的条件仅依赖 f，与上述讨论中的 g无关.
2. 若 f−1(X) = ∅，则 f,X 显然横截相交.
3. 若任意 q ∈ X 都是 f : M → N 的正则值，则 f 在任意 p ∈ f−1(X)处都是淹没，此时 Im dfp = Tf(p)N，
因此条件显然满足，并且进一步有推论：

推论 6.12 (淹没总是横截)

♥若 f :M → N 为淹没，则 f 与 N 的任意光滑子流形 X 都横截相交.
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6.4 Thom类

回到一开始，正如我们希望的有：

定理 6.27 (横截相交下子流形的原像仍为子流形)

♥

设 f : M → N 与 X ⊂ N 横截相交，则 f−1(X)是M 的子流形，并且 codim f−1(X) = codimX 以及对
任意 p ∈ f−1(X)有

Tpf
−1(X) = df−1

p (Tf(p)X).

证明 由于 0为 g ◦ f :M → Rl的正则值，因此 f−1(X)维数为m− l = m− n+ dimX，因此 codim f−1(X) =

codimX .进一步
Tpf

−1(X) = Ker d(g ◦ f)p = (dfp)
−1(dgf(p))

−1(0) = df−1
p (Tf(p)X).

注证明中省略了一些说明，例如 g应当是局部构造的，(g ◦ f)−1(0) = X ∩ V，不过无伤大雅.
设X1, X2都是M 的子流形，ι : X1 ↪→M 为嵌入，则 ι与X2横截当且仅当对任意 p ∈ ι−1(X2) = X1 ∩X2

有
Tp(M) = Im dιp + TpX2 = TpX1 + TpX2,

这也称为两个子流形的横截.

定义 6.13 (子流形之间的横截相交)

♣称M 的子流形 R,S 横截相交，若对任意 x ∈ R ∩ S 有 TxS + TxR = TxM .

注类似地，若 R ∩ S = ∅则它们显然横截相交.
显然若 X1, X2 横截相交，则 X1 ∩X2 为M 的子流形，并且

dimX1 ∩X2 = dimX1 − (dimM − dimX2) = dimX1 + dimX2 − dimM,

或者说 codimX1 ∩X2 = codimX1 + codimX2（这表明在交点处，定义X1, X2的方程组“无关”，进而可以合
在一起定义余维数更高的子流形），并且切空间

dι−1
p (TpX2) = Tp(X1 ∩X2) = TpX1 ∩ TpX2.

回到正题，设 R,S 为M 的两个横截相交的闭子流形，则余维数关系

codimR ∩ S = codimR+ codimS

表明 N(R ∩ S) = NR⊕NS，若M 可定向，则

Φ(N(R ∩ S)) = Φ(NR⊕NS) = Φ(NR) ∧ Φ(NS),

类似有 ηR∩S = ηR ∧ ηS .
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附录 A 补充内容

A.1 借商拓扑构造流形
拓扑流形是 T2/A2的局部欧空间，由于这三者具有可乘性与遗传性，因此从已有拓扑流形可以轻松构造出

乘积流形、子流形.本节将讨论商映射构造流形的一些条件与判别法.
一方面，对于商映射 π : S → S/ ∼，商空间 S/ ∼为 Hausdorff空间，因此单点 {π(p)}都是闭集，根据商映

射的定义可知其原像 π−1(π(p)) = [p]也是闭集，因此可以得到一个简单的判别法.

命题 A.1

♠
若商空间 S/ ∼为 Hausdorff空间，则对任意 p ∈ S，其所处等价类 [p]为闭集.

定义 A.1 (开等价关系)

♣
称拓扑空间 S 中的等价关系 ∼为开等价关系，若商映射 π : S → S/ ∼为开映射.

注根据定义，π 为开映射当且仅当对任意开集 U ⊂ S，π(U)为开集，也当且仅当 π−1(π(U)) =
⋃
x∈U [x]为开

集.
回忆：拓扑空间 S 是 Hausdorff的当且仅当其对角集 ∆在 S × S 中为闭集.称 R = {(x, y) ∈ S × S : x ∼ y}

为等价关系的图，则在开等价关系下，可以给出 Hausdorff性的等价刻画.

命题 A.2 (开映射商空间的 Hausdorff性)

♠
设 ∼为 S 中的开等价关系，则 S/ ∼为 Hausdorff空间当且仅当其图 R为 S × S 中的闭集.

证明 设 ∆′ 为 S/ ∼的对角集，π为开映射说明 π̃ = (π, π) : S × S → S/ ∼ ×S/ ∼也是开映射，注意到

R = π̃−1(∆′), π̃(R) = ∆′, π̃(Rc) = (∆′)c,

因此 S/ ∼为 Hausdorff空间⇔ ∆′ 为闭集⇔ R为闭集.
对于开等价关系，对其拓扑基与可数性也有一些较好的结论.

定理 A.1

♥
设 ∼为 S 上的开等价关系，B = {Bα}为 S 的拓扑基，则其像 {π(Bα)}为 S/ ∼的拓扑基.

推论 A.1

♥
设 ∼为 S 上的开等价关系，若 S 是 A2的，则 S/ ∼也是 A2的.

¶实射影空间

定义 A.2 (实射影空间)

♣

定义 Rn+1 − {0}中的等价关系
x ∼ y ⇔ ∃t 6= 0 : y = tx,

称商空间 RPn = (Rn+1 − {0})/ ∼为 n维实射影空间.

注
1. 直观而言，x ∼ y当且仅当它们位于同一条过原点的直线上.
2. 对于 (a0, · · · , an) ∈ Rn+1\{0}，通常记 [a0, · · · , an] = π(a0, · · · , an)，称为 RPn 的齐次坐标.



A.2 Whitney嵌入定理

实射影空间也可以视为将 Sn 的对径点相粘得到的商空间，考虑映射

f : Rn+1 − {0} → Sn, x 7→ x

||x||
,

则它可以诱导连续映射
f̄ : RPn → Sn/ ∼, x 7→ {f(x),−f(x)},

容易验证其可逆且逆也是连续的，故为同胚.
例 A.1

RP1 ∼= S1.
RP2 ∼= S2 − {pt}.
下面证明，实射影空间是 A2+T2的.

命题 A.3

♠
设 RPn = (Rn+1 − {0})/ ∼，则 ∼为开等价关系.

证明 对任意开集 U ⊂ Rn+1 − {0}，π(U)为开集当且仅当 π−1(π(U))为开集，而

π−1(π(U)) =
⋃
t ̸=0

tU =
⋃
t ̸=0

{tp : p ∈ U},

由于开集的伸缩依然是开集，因此 π−1(π(U))为开集，得证.

推论 A.2

♥RPn 是 A2+T2的.

证明 由于 ∼为开等价关系，Rn+1 − {0}是 A2的说明 RPn 是 A2的，下面只需证明图为闭集，实际上

R = {(x, y) : x ∼ y} = {(x, y) : y = tx, ∃t 6= 0},

若将其中 x, y视为列向量并置，可得 (n+1)×2矩阵 (x, y)，图的定义说明该矩阵秩为 1，而秩为 1的 (n+1)×2

矩阵实际上是所有二阶子式零点集的交，因此是闭集，得证.
最后我们给出 RPn 上的光滑图册，从而说明它是一个光滑流形.借助齐次坐标，定义开集

Ui = {[a0, · · · , an] ∈ RPn : ai 6= 0}, i = 0, · · · , n,

则 U0, · · · , Un 构成 RPn 的开覆盖，进而定义同胚

φi : U0 → Rn, [a0, · · · , an] 7→
(
a0

ai
, · · · , a

i−1

ai
,
ai+1

ai
, · · · , a

n

ai

)
,

因此 (Ui, φi)为 RPn中的坐标卡，最后证明转移映射是相容的，根据对称性，只需证明 φ1 ◦ φ−1
0 的光滑性. 对任

意 x = (x1, · · · , xn) ∈ φ0(U0 ∩ U1)有

(φ1 ◦ φ−1
0 )(x) = φ1([1, x

1, · · · , xn]) =
(

1

x1
,
x2

x1
,
x3

x1
, · · · , x

n

x1

)
,

它是光滑的，因此 RPn 为 n维光滑流形.

A.2 Whitney嵌入定理

定理 A.2 (Whitney嵌入/浸入定理)

♥

任意m维光滑流形都能被嵌入到 R2m+1 中.
任意m维光滑流形都能被浸入到 R2m 中.

注事实上，Whitney还证明了更强的结果：
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定理 A.3 (强Whitney嵌入/浸入定理)

♥任意m ⩾ 2维光滑流形都能嵌入到 R2m，浸入到 R2m−1 中.

并且该嵌入维数是最佳的（射影平面不能嵌入到 R3中）.此外，在附加一些条件后，嵌入/浸入的最佳维数
也有可能改变.

定理证明的出发点是如下结论：

命题 A.4 (单浸入 +逆紧 =嵌入)

♠若 f :M → N 为逆紧单浸入，则 f 是嵌入.

注特别当M 紧时，所有连续映射都是逆紧映射，因此逆紧映射也常作为空间紧性的代餐.
根据这一结果，因此构造嵌入等价于构造单浸入.定理的证明分为如下步骤（Step 2,3不区分紧致与否）：
【Step 1a】紧流形M 可以单浸入到足够高维的 RK 中.
【Step 1b】非紧流形M 可以单浸入到足够高维的 RK 中，并且当K > 2m时，单浸入可取为逆紧.
【Step 2】对于m维流形M ↪→ RK，若K > 2m+ 1，则将 RK 投影到特定的 RK−1中可以使维数下降（即

得嵌入定理）.
【Step 3】在上一步基础上，若不要求单性则可再降一维（即得浸入定理）.

定理 A.4 (Step 1a)

♥任意紧光滑流形M 可以单浸入到足够高维的 RK 中.

证明 取有限个坐标卡 {(φi, Ui, Vi) : 1 ⩽ i ⩽ k}覆盖M，取 {ρi}为从属于 {Ui}的单位分解，定义

Φ :M → Rkm+k, p 7→ (ρ1(p)φ1(p) · · · , ρk(p)φk(p), ρ1(p), · · · , ρk(p)),

显然 Φ 光滑，下证 Φ 为单浸入，首先若 Φ(p1) = Φ(p2) 则存在 1 ⩽ i ⩽ k 使得 ρi(p1) = ρi(p2) 6= 0，则
p1, p2 ∈ supp ρi ⊂ Ui，因此 φi(p1) = φi(p2)，说明 p1 = p2.
进一步由 Leibnitz法则有

dΦp(Xp) = (Xp(ρ1)φ1(p) + ρ1(p)(dφ1)p(Xp), · · · ,

Xp(ρk)φk(p) + ρk(p)(dφk)p(Xp), Xp(ρ1), · · · , Xp(ρk)),

若 dΦp(Xp) = 0则对每个 i都有 Xp(ρi) = 0，从而 ρi(p)(dφi)p(Xp) = 0，取 1 ⩽ i ⩽ k 使得 ρi(p) 6= 0，则由
(dφi)p(Xp) = 0可得 Xp = 0.
注事实上，这一证明的紧性可以减弱为“被有限个坐标卡覆盖”.

定理 A.5 (Step 1b)

♥任意非紧光滑流形M 可以单浸入到足够高维的 RK 中，

定理 A.6 (Step 1b)

♥若m维非紧光滑流形M 能单浸入到 RK 中，K > 2m，则它能被逆紧单浸入到 RK 中.

定理 A.7 (Step 2：降维)

♥若m维光滑流形M 可单浸入到 RK 中且K > 2m+ 1，则M 可单浸入到 RK−1 中.

定理 A.8 (Step 3：减弱条件)

♥若m维光滑流形M 可单浸入到 R2m+1 中，则它能被浸入到 R2m 中.
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A.3 张量相关
本节默认线性空间是有限维的.

¶对称张量与交错张量

命题 A.5

♠
容易验证多重线性函数的空间同构于 L(⊗kV,R) ∼= ⊗kV ∗.

注因此我们常用 ⊗kV ∗ 来表示多重线性函数 f : V k → R的全体.

定义 A.3 (对称/反对称线性函数)

♣

设 V 为线性空间，称 k重线性函数 f : V k → R是对称的，若对任意 σ ∈ Sk 有

f(vσ(1), · · · , vσ(k)) = f(v1, · · · , vk),

称之为反对称的，若对任意 σ ∈ Sk 有

f(vσ(1), · · · , vσ(k)) = (sgnσ)f(v1, · · · , vk).

注以 ⊗kV ∗ 的视角看，它们也可称为对称张量和交错张量（也称线性 k-形式），交错张量的全体也记为 ΛkV ∗.
例 A.2

Rn 上的标准内积 〈v, w〉是对称的.
(Rn)n 上的行列式函数 det(v1, · · · , vn)是反对称的.
R3 上的外积是反对称的.
对任意 f ∈ ⊗kV ∗，可以借助置换 σ ∈ Sk 定义新的 k重线性函数

(σf)(v1, · · · , vk) = f(vσ(1), · · · , vσ(k)),

特别地，f 对称当且仅当对任意 σ有 σf = f；f 反对称当且仅当对任意 σ有 σf = (sgnσ)f .

引理 A.1

♥
设 f ∈ ⊗kV ∗，则对任意 σ, τ ∈ Sk 有 τ(σf) = (τσ)f .

注有时会将 σf 记为 fσ，此时 (fσ)τ = fτσ，而不是 fστ .
上面的操作实际上可以视为置换群 Sk 在 ⊗kV ∗上的作用，借此可以给出两个重要的操作：对称化和反对称

化.

定义 A.4 (对称化和反对称化)

♣

设 f ∈ ⊗kV ∗，则定义其对称化和反对称化为

(Sf)(v1, · · · , vk) =
1

k!

∑
σ∈Sk

σf =
1

k!

∑
σ∈Sk

f(vσ(1), · · · , vσ(k)),

(Af)(v1, · · · , vk) =
1

k!

∑
σ∈Sk

(sgnσ)σf =
1

k!

∑
σ∈Sk

(sgnσ)f(vσ(1), · · · , vσ(k)).

注容易证明 Sf,Af 分别是对称/反对称的，并且当且仅当 f 为对称或反对称时有 Sf = f 或 Af = f .
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¶楔积

定义 A.5 (楔积/外积)

♣

对任意 f ∈ ΛkV ∗, g ∈ ΛlV ∗，定义其楔积（或外积）为

f ∧ g =
(k + l)!

k!l!
A(f ⊗ g) ∈ Λk+lV ∗.

命题 A.6 (楔积的性质)

♠

1. 双线性性：(f, g) 7→ f ∧ g是双线性映射.
2. 反交换性：f ∧ g = (−1)klg ∧ f .
3. 结合律：(f ∧ g) ∧ h = f ∧ (g ∧ h).

根据结合律，可以定义更多线性形式的楔积，特别对 f1, · · · , fk ∈ V ∗ 有

f1 ∧ · · · ∧ fk = k!A(f1 ⊗ · · · ⊗ fk),

并且这种楔积与行列式有直接联系.

推论 A.3 (行列式)

♥

设 f1, · · · , fk ∈ V ∗, v1, · · · , vk ∈ V，则

(f1 ∧ · · · ∧ fk)(v1, · · · , vk) = det(f i(vj)).

证明 直接计算可得

(f1 ∧ · · · ∧ fk)(v1, · · · , vk) =
∑
σ∈Sk

(sgnσ)σ(f1 ⊗ · · · ⊗ fn)(v1, · · · , vk)

=
∑
σ∈Sk

(sgnσ)f1(vσ(1)) · · · fk(vσ(k))

= det(f i(vj)).

借助楔积，可以由 V ∗ 的基给出 ΛkV ∗ 的一组基.

定理 A.9 (ΛkV ∗ 的基)

♥

设 f1, · · · , fn 是 V ∗ 的一组基，则

{f i1 ∧ · · · ∧ f ik : 1 ⩽ i1 < · · · < ik ⩽ n}

给出了 ΛkV ∗ 的一组基，特别地 dimΛkV ∗ =
(
n
k

)
.

定义 A.6 (分次环)

♣

称 k-代数 A是分次环，若其有 k-线性空间分解 A =
⊕∞

k=0A
k，并且乘法将 Ak ×Al映到 Ak+l.若对任意

a ∈ Ak, b ∈ Al 有 ab = (−1)klba，则称它是反交换的.

注对于分次环的同态，我们要求其保持次数.
例 A.3

多项式环 A = R[x, y]就是一个分次环.
若记 ΛV ∗ =

⊕∞
k=0 Λ

kV ∗，则它在楔积下构成一个分次环.

¶拉回

仿照线性映射 L :W → V 的对偶映射 L∗ : V ∗ →W ∗，可以定义在一般线性形式上的拉回.
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定义 A.7 (线性映射的拉回)

♣

设 L :W → V 为线性映射，定义其在线性 k-形式上的拉回为

L∗ : ΛkV → ΛkW, (L∗α)(v1, · · · , vk) = α(L(v1), · · · , L(vk)).

命题 A.7 (拉回保持楔积)

♠

设线性映射 L :W → V，α, β 为 V 上的线性形式，则有

L∗(α ∧ β) = L∗α ∧ L∗β.

定义 A.8 (分次环上的反导子)

♣

设A =
⊕∞

k=0A
k为R-分次环，称R-线性算子D : A→ A为其上的一个反导子，若对任意 ω ∈ Ak, τ ∈ Al

有
D(ω · τ) = (Dω) · τ + (−1)kω ·Dτ.

称反导子 D次数为m，若对任意 ω ∈ A有 degDω = degω +m.

定义 A.9 (内乘)

♣

对任意 v ∈ V，定义内乘

ιv : Λ
kV ∗ → Λk−1V ∗, ιvα(v1, · · · , vk−1) = α(v, v1, · · · , vk−1).

命题 A.8

♠

设 α1, · · · , αk ∈ V ∗，则对任意 v ∈ V 有

ιv(α
1 ∧ · · · ∧ αk) =

k∑
i=1

(−1)i−1αi(v)α1 ∧ · · · ∧ α̂i ∧ · · · ∧ αk.

证明 借助行列式计算可得.

命题 A.9 (内乘的性质)

♠

设 α ∈ ΛkV ∗, β ∈ ΛlV ∗，则对任意 v ∈ V 有
1. ιv ◦ ιv = 0.
2. ιv(α ∧ β) = (ιvα) ∧ β + (−1)kα ∧ (ιvβ).

证明 由于 ιv 对 α, β 均为线性，因此可不妨设 α = α1 ∧ · · · ∧ αk, β = αk+1 ∧ · · · ∧ αk+l，则

ιv(α ∧ β) =

(
k∑
i=1

(−1)i−1αi(v)α1 ∧ · · · ∧ α̂i ∧ · · · ∧ αk
)

∧ αk+1 ∧ · · · ∧ αk+l

+ (−1)kα1 ∧ · · ·αk ∧

(
k∑
i=1

(−1)i+1αk+i(v)αk+1 ∧ · · · ∧ α̂k+i ∧ · · · ∧ αk+l
)

= (ιvα) ∧ β + (−1)kα ∧ (ιvβ).
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A.4 上链复形

定义 A.10 (上链复形)

♣

设有一族线性空间 {Ck : k ∈ Z}以及线性映射 dk : Ck → Ck+1，满足 dk ◦ dk−1 = 0，则称 (C, d)为一个
上链复形.

· · · C−1 C0 C1 C2 · · ·d−1 d0 d1 d2

其中 Ck 中的元素称为 k-上链；Zk(C) = Ker dk 中的元素称为 k-上圈；Bk(C) = Im dk−1 中的元素称为
k-上边界.

注
有时为简便起见，也会省略下标，将 dk 均记为 d.
若反过来考虑 {Ck : k ∈ Z}以及线性映射 dk : Ck → Ck−1 满足 dk ◦ dk+1 = 0，可以定义出链复形以及
链/圈/边界的概念.
根据定义，对上链复形 (C, d)有 Im dk−1 ⊂ Ker dk，因此可定义“上链复形的上同调群”

Hk(C, d) = Ker dk/Im dk−1,

特别当每个 Ker dk = Im dk−1（或者说Hk(C, d) = {0}）时称之为正合列（这实际上也是同调代数中正合列的定
义）.关于长度有限的正合列有如下命题

命题 A.10

♠
若 0 → C1 → · · · → Cn → 0是正合列，则

∑
k(−1)k dimAi = 0.

定义 A.11 (上链映射)

♣

设 (A, d), (B, d′)为两个上链复形，称φ : A → B为上链映射，若φ = {φk : Ak → Bk}满足 d′◦φk = φk+1◦d.

· · · A−1 A0 A1 A2 · · ·

· · · B−1 B0 B1 B2 · · ·

d−1

ϕ−1

d0

ϕ0

d1

ϕ1

d2

ϕ2

d′−1 d′0 d′1 d′2

注事实上，上链复形与上链映射构成了一个范畴.

定义 A.12 (上链映射诱导上同调群同态)

♣

设 φ : A → B为上链映射，则有良定的

φ∗ : Hk(A) → Hk(B), [a] 7→ [φ(a)].

注根据上链映射的定义，良定性是易证的.
线性空间链的正合性可以推广到上链复形上.

定义 A.13 (上链复形的正合列)

♣

称 0 → A i→ B j→ B → 0正合，若 i, j 是上链映射并且对任意 k ∈ Z有短正合列

0 Ak Bk Ck 0
ik jk

给定上链复形链 A → B → C，对任意 k ∈ Z有拉回短链

Hk(A) → Hk(B) → Hk(C),

如果有正合列 0 → A → B → C → 0，那么对任意 k可以定义连接同态 d∗ : Hk(C) → Hk+1(A)，并且进一步得
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到一个超长的正合列.连接同态的定义依托下图（我们将三个上链复形中的映射均记为 d）

0 Ak+1 Bk+1 Ck+1 0

0 Ak Bk Ck 0

0 Ak−1 Bk−1 Ck−1 0

i j

d

i

d

j

d

d

i

d

j

d

自然的想法是定义
d∗ : Hk(C) → Hk+1(A), [a] 7→ [i−1 ◦ d ◦ j−1(a)],

良定性的验证只需追图即可.借助这一映射，可以给出一个超长的正合列.

定理 A.10 (Zig-Zag)

♥

设有上链复形的正合列 0 → A i→ B j→ C → 0，则有长正合列

Hk+1(A) Hk+1(B) · · ·

Hk(A) Hk(B) Hk(C)

· · · Hk−1(B) Hk−1(C)

i∗ j∗

i∗ j∗

d∗

i∗ j∗

d∗

证明 【Step 1. 验证 d∗ 的良定性】
首先对任意 a ∈ Ker dkC，j

k : Bk → Ck 满说明可以找到 b ∈ j−1(a) ⊂ Bk，而 jk+1d(b) = djk(b) = 0说明
d(b) ∈ Ker jk+1 = Im ik+1，由此也能找到 a′ ∈ i−1(db) = i−1 ◦ d ◦ j−1(a).
进一步，设 a1, a2 ∈ Ker dkC , a1 − a2 = dγ ∈ Im dk−1

C ，任取 b ∈ j−1(a1 − a2) = j−1(dγ) ⊂ Bk, β ∈ j−1(γ) ⊂
Bk−1，则 j(b) = dα = dj(β) = j(dβ)说明 b−dα ∈ Ker j = Im i，即存在α ∈ Ak使得 b = iα+dβ, db = diα = idα，
i为单射说明 i−1(db) = dα，故 i−1dj−1(a1−a2) = dα ∈ Im dkA，因此 [i−1dj−1(a1)] = [i−1dj−1(a2)] in H

k+1(A)，
故 d∗ 是良定的.
【Step 2. 证明 Hk(A)位置的正合性】
Im d∗ ⊂ Ker i∗：对任意 [c] ∈ Hk−1(C)都有 i∗d∗[c] = i∗[i−1dj−1(c)] = [dj−1(c)] = 0.
Im d∗ ⊃ Ker j∗：若 i∗[a] = 0，即 i(a) = dβ，令 c = j(β) ∈ Ck，则 d∗[c] = [i−1dj−1(c)] = [a]，故 [a] ∈ Im d∗.
【Step 3. 证明 Hk(B)位置的正合性】
Im i∗ ⊂ Ker j∗：根据函子性以及 j ◦ i = 0可得.
Im i∗ ⊃ Ker j∗：若 j∗[b] = 0，即 j(b) = dγ，则取 β ∈ j−1(γ) 可得 jd(β) = dj(β) = dγ = j(b)，即

b− dβ ∈ Ker j = Im i，存在 a ∈ Ak+1 使得 b = i(a) + dβ，故 [b] = i∗[a] ∈ Im i∗.
【Step 4. 证明 Hk(C)位置的正合性】
Im j∗ ⊂ Ker d∗：对任意 [b] ∈ Hk(B)（b ∈ Ker dkB）有 d∗j∗[b] = d∗[j(b)] = [i−1d(b)] = 0.
Im j∗ ⊃ Ker d∗：若 d∗[c] = 0，即存在 α ∈ Ak, b ∈ j−1(c) ⊂ Bk 使得 idα = db = diα，因此 b− iα ∈ Ker dkB，

故 [c] = [j(b)] = j∗[b− iα] ∈ Im j∗.
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¶上链同伦

定义 A.14 (上链同伦)

♣

称 φ, ψ : A → B上链同伦，若存在次数为-1的线性映射K : A → B使得 φ− ψ = d ◦K +K ◦ d.

· · · Ak−1 Ak Ak+1 · · ·

· · · Bk−1 Bk Bk+1 · · ·

d d

K ϕ ψ

d

K
ϕ ψ K ϕ ψ

d

K

d d d d

注次数为-1表明K 将 Ak 映到 Bk−1.
若要证明两个上链映射 φ, ψ : A → B诱导相同的上同调群同态 φ∗, ψ∗，一个方法是证明它们存在上链同伦.

命题 A.11

♠
若上链映射 φ, ψ : A → B上链同伦，则其诱导相同的上同调群同态 φ∗ = ψ∗ : Hk(A) → Hk(B).

证明 对任意 [a] ∈ Hk(A)有

φ(a)− ψ(a) = (dh+ hd)(a) = dK(a) ∈ Bk(M),

因此 φ∗([a]) = [φ(a)] = [ψ(a)] = ψ∗([a]).
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