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第 1章 复分析前置理论

1.1 复数与复平面
许多概念都已经接触过，因此这里简单水一遍.

1.1.1 基本性质

复数形如 z = x+ iy，这里 x, y ∈ R，i为复数单位满足 i2 = −1，这里 x, y分别称为 z的实部与虚部，记为

x = Re(z), y = Im (z) (1.1)

特别的，虚部为 0的复数就是实数，而实部为 0的复数被称为纯虚数.如果考虑平面直角坐标系，横轴表示
实部，纵轴表示虚部，则可以得到复平面，从这一角度看 C ∼= R2，因此可以用 (x, y)表示复数 z = x+ iy.

复数之间可以作加法、乘法、除法（非零），并且 C,C−{0}分别是加法与乘法的 Abel群，因此 (C,+, ·)是
一个域，另外，复数域可以看作 R的一个扩域，即 C = R(i)，并且根据某个域论中的结论（利用 i在 R中的极
小多项式为 x2 + 1）

R[x]/(x2 + 1) ∼= R(i) = C (1.2)

这也可以看作复数域的等价描述.
复数还有一些重要的属性，比如模长与共轭.模长定义为 |z| =

√
x2 + y2，这可以看作复平面上点到原点的

距离，在此视角下也容易得到复数间的“距离”公式.复数的模长也满足三角不等式，即

|z + w| ⩽ |z|+ |w|, ∀z, w ∈ C (1.3)

有时也会做一些变形（形式上与实数的绝对值“同构”）.共轭复数从几何上来看就是对实轴作对称，定义
z = x+ iy的共轭复数为 z̄ = x− iy，利用共轭复数可以描述实部与虚部

Re(z) =
z + z̄

2
, Im (z) =

z − z̄

2i
(1.4)

因此后面的一些求导公式也有用 z, z̄表示的版本.共轭与模长之间也有联系，比如计算易得

|z|2 = zz̄,
1

z
=

z̄

|z|2
, z 6= 0 (1.5)

复数还有一种表示，相当于将直角坐标改为极坐标，可以利用模长与辐角表示为 z = reiθ，这里 r = |z|，二
者可以通过 Euler公式 eiθ = cos θ+ i sin θ联系.这种形式下，复数的乘积就有直观的“模相乘，角相加”的形式.

1.1.2 收敛性

因为前面提到了 C ∼= R2，因此可以考虑复数列的收敛性. 其中范数就是模长 | · |，由此可以诱导出距离
d(z1, z2) = |z1 − z2|.

定义 1.1 (复数列的收敛)

♣

称复数列 {zn}收敛于 z ∈ C，若对于任意 ε > 0，存在N ∈ N使得对任意 n > N 都有 |zn − z| < ε，记作

lim
n→

|zn − z| = 0, z = lim
n→∞

zn. (1.6)

这在形式上与实数是相同的，并且容易验证复数列 {zn}收敛到 z当且仅当该复数列的实部与虚部分别收敛
到 z的实部与虚部.类似 R中也可以得到 Cauchy收敛原理.

定义 1.2 (Cauchy列)

♣
称一个复数列 {zn}是 Cauchy列，若对于任意 ε > 0，存在 N，对于任意m,n > N 都有 |zm − zn| < ε.



1.2 复平面上的函数

定理 1.1 (Cauchy收敛原理)

♥
复数列 {zn}收敛当且仅当它是一个 Cauchy列.

上面的定理实际上说明：C是一个完备度量空间.

1.1.3 复平面上的拓扑

同样根据 C ∼= R2 可以讨论复平面上的拓扑结构.比如定义 z0 为中心，r > 0为半径的开球及其闭包、边界

Dr(z0) = {z ∈ C : |z − z0| < r} (1.7)

Dr(z0) = {z ∈ C : |z − z0| ⩽ r} (1.8)

Cr(z0) = {z ∈ C : |z − z0| = r} (1.9)

借助点集拓扑的基本理论，可以根据距离 d诱导出拓扑空间，包括开集、闭集、内外部、紧致等概念.对于
C中点集 Ω，定义其半径为

diam(Ω) = sup
z,w∈Ω

|z − w|, (1.10)

可见，若 diam(Ω) <∞则 Ω有界.对于更多的性质懒于赘述，下面仅列出几个命题.

定理 1.2 (紧集套定理)

♥

若 C中非空紧集列满足 Ω1 ⊃ · · · ⊃ Ωn ⊃ · · · 并且 lim
n→∞

diam(Ωn) = 0，那么存在唯一 w ∈ C，对任意
n ∈ N都有 w ∈ Ωn.

定义 1.3 (连通性)

♣称 Ω ⊂ C连通，若其不能分解为两个非空开集的并 Ω = Ω1 ∩ Ω2.一个连通开集被称为区域.

1.2 复平面上的函数

1.2.1 连续函数

复平面中的连续函数与 R中定义类似.

定义 1.4 (连续函数)

♣

设 f 为 Ω ⊂ C 上的函数，则称 f 在 z0 ∈ Ω 连续当且仅当对任意 ε > 0，存在 δ > 0 使得对任意 z ∈
Ω, |z − z0| < δ，都有

|f(z)− f(z0)| < ε, (1.11)

特别的，若 f 在 Ω中每一点连续，则称 f 为 Ω上的连续函数.

注连续性还有两个等价定义：
1. 对任意收敛到 z0 ∈ Ω的数列 {zn} ⊂ Ω，都有

f(z0) = lim
n→∞

f(zn). (1.12)

2. 开集的原像还是开集.
容易发现，若 f(z)在 Ω上连续，则实函数 |f(z)|也在 Ω上连续，我们称 f 在 z0 ∈ Ω取到最大值，若对任

意 z ∈ Ω，都有

|f(z)| ⩽ |f(z0)| (1.13)

2



1.2 复平面上的函数

定理 1.3

♥定义在紧集 Ω ⊂ C上的有界连续函数 f 可以在 Ω内取到最大值.

这个结论对于 Rn 中的函数也是成立的.

1.2.2 全纯函数

这部分介绍一个贯穿复分析的概念：全纯函数.

定义 1.5 (全纯函数)

♣

设 f 为定义在开集 Ω ⊂ C上的函数，称 f 在 z0 ∈ Ω全纯，若下面的极限存在

lim
h→0

f(z0 + h)− f(z0)

h
(1.14)

若上述极限存在，则定义其为 f ′(z0)，称为 f 在 z0 处的导数.特别的，若 f 在 Ω每一点全纯，则称 f 是
Ω上的全纯函数；C上的全纯函数称为整函数.

有时也用复可导表示指代全纯，从定义来看，全纯与 R上可导的形式相同.后面会证明，复数域中的这种可
微具有更强的性质.
因为全纯与实可导有相同的形式，因此可以直接求出许多初等函数的导数.借助定义，容易发现一些不全纯

的函数，比如 f(z) = z̄.借助幂级数，还可以构造出许多解析函数.类比实函数的可微，可得

命题 1.1

♠

设 f, g为 Ω ⊂ C上的全纯函数，则
1. f + g也是 Ω上的全纯函数，并且 (f + g)′ = f ′ + g′.
2. fg也是 Ω上的全纯函数，并且 (fg)′ = f ′g + fg′.
3. 若 g(z0) 6= 0，则 f/g在 z0 处全纯，并且即 (f/g)′ = (f ′g − g′f)/g2.

命题 1.2

♠
若 f : Ω → U, g : U → C均为全纯函数，那么 g ◦ f 也是全纯函数，并且 (g ◦ f)′(z) = g′(f(z))f ′(z).

1.2.3 映射视角下的复变函数

由于 C ∼= R2，所有复变函数可以看作 R2 到自身的一个函数，比如将 f(z) = f(x+ iy) = u(x, y) + iv(x, y)

看作 F (x, y) = (u(x, y), v(x, y)). 并且复变函数 f 连续当且仅当其实部与虚部都连续，因此会产生问题：f 全
纯与其分量的可微性之间是否存在联系？前面提到过一个不全纯的函数 f(z) = z̄，它可以看作 R2 上的函数
f(x, y) = (x,−y)，这个函数在 R2 中来看是可微的（可计算其 Jacobi矩阵），但在 C中又是不可微的.

上面的例子说明，实可微（即实、虚部分量构成的函数 F 可微）并不蕴含全纯，下面从映射的可微性的角
度讨论上面的问题.
称函数 F : R2 → R2 在 P0(x0, y0)处可微，当且仅当存在线性映射 J : R2 → R2，使得

lim
|H|→0

|F (P0 +H)− F (P0)− J(H)|
|H|

= 0 (1.15)

或者可以写作 F (P0 +H)− F (P0) = J(H) + o(|H|)，其中线性映射 J 称为 F 在 P0处的微分，它在标准基
下的矩阵为

J = JF (x, y) =

(
∂xu ∂yu

∂xv ∂yv

)
(1.16)
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1.2 复平面上的函数

实微分的结果是一个矩阵，而复微分的结果是一个复数 f ′(z0)，可以从 h的不同路径角度考虑二者之间的
联系，令 h = h1 + ih2，若 h2 = 0，则对于 z = x+ iy, z0 = x0 + iy0，f(z) = f(x, y)，可以发现

f ′(z0) = lim
h1→0

f(x0 + h1, y0)− f(x0, y0)

h1
(1.17)

=
∂f

∂x
(z0) (1.18)

这里相对于固定了 y = y0，如果固定 x = x0，令 h1 = 0，则

f ′(z0) = lim
h2→0

f(x0, y0 + h2)− f(x0, y0)

ih2
(1.19)

=
1

i

∂f

∂y
(z0) (1.20)

结合上面两式可得
∂f

∂x
=

1

i

∂f

∂y
(1.21)

如果写作 f = u+ iv，那么上面的等式可以分别考虑实部与虚部得到
∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x
(1.22)

这个等式被称为 Cauchy-Riemann方程，它连接了实可微与复可微性.有时也会使用算子
∂

∂z
=

1

2

Å
∂

∂x
+

1

i

∂

∂y

ã
,

∂

∂z̄
=

1

2

Å
∂

∂x
− 1

i

∂

∂y

ã
(1.23)

Cauchy-Riemann方程也表示为 ∂z̄f = 0.

定理 1.4

♥

若 f 在 z0 处全纯，则 f 满足 Cauchy-Riemann方程，并且有
∂f

∂z̄
(z0) = 0, f ′(z0) =

∂f

∂z
(z0) = 2

∂u

∂z
(z0) (1.24)

若令 a = ∂xu, b = ∂yu，F (x, y) = f(z) = f(x+ iy)，则 F 可微，并且

JF =

(
a b

−b a

)
, det JF (x0, y0) = |f ′(z0)|2. (1.25)

证明 根据前面的讨论，全纯性蕴含 C-R方程以及对应 R2 上函数的可微性，并且

f ′(z0) =
∂f

∂z
(z0) =

1

2

Å
∂f

∂x
(z0) +

1

i

∂f

∂y
(z0)

ã
(1.26)

=
1

2

Å
∂u

∂x
(z0) + i

∂v

∂x
(z0) +

1

i

∂u

∂y
(z0) +

∂v

∂y
(z0)

ã
(1.27)

=
∂u

∂x
(z0) +

1

i

∂u

∂y
(z0) = 2

∂u

∂z
(x0) (1.28)

则 Jacobi矩阵及其行列式为

JF =

(
∂xu ∂yu

∂xv ∂yv

)
=

(
∂xu ∂yu

−∂yu ∂xu

)
, det JF (x0, y0) =

Å
∂u

∂x

ã2
+

Å
∂u

∂y

ã2
=

∣∣∣∣2∂u∂z
∣∣∣∣2 = |f ′(z0)|2. (1.29)

上面的结果并不足以令人感叹，接下来的定理揭示了 C-R方程的纽带作用.

定理 1.5

♥

设 f = u+ iv为定义在开集 Ω上的复变函数，若 u, v均连续可微并且满足 Cauchy-Riemann方程，那么 f

在 Ω内全纯，并且 f ′(z) = ∂f
∂z .

证明 易知

u(x+ h1, y + h2)− u(x, y) =
∂u

∂x
h1 +

∂u

∂y
h2 + o(|h|) (1.30)
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1.2 复平面上的函数

v(x+ h1, y + h2)− v(x, y) =
∂v

∂x
h1 +

∂v

∂y
h2 + o(|h|) (1.31)

借助 C-R方程可得

f(z + h)− f(z) = [u(z + h)− u(z)] + i[v(z + h)− v(z)] (1.32)

=

ï
∂u

∂x
h1 +

∂u

∂y
h2

ò
+ i

ï
∂v

∂x
h1 +

∂v

∂y
h2

ò
+ o(|h|) (1.33)

=

Å
∂u

∂x
− i

∂u

∂y

ã
(h1 + ih2) + o(|h|) (1.34)

=

Å
∂u

∂x
− i

∂u

∂y

ã
h+ o(|h|) (1.35)

得证，且有 f ′(z) = 2∂u
∂z = ∂f

∂z

1.2.4 幂级数

因为复数列与实数列在收敛等分析性质上相似，因此可以对复数定义级数，进一步讨论幂级数.复幂级数最
典型的例子是复指数函数

ez =

∞∑
n=0

zn

n!
(1.36)

它在形式上与实指数函数一样，可以看作定义在实轴上的函数向复平面的“延拓”，下面正式讨论复幂级数1.

定义 1.6 (幂级数)

♣

设 {an} ⊂ C，定义（复）幂级数为形如
∞∑

n=0

anz
n (1.37)

的级数.

与实数相同，若幂级数在某个 z0 6= 0处绝对收敛，则它在所有 |z| ⩽ |z0|处均绝对收敛，利用这一点可以定
义出类似的收敛半径，不过相比于实数，这里的收敛半径确实与“半径”有关.

定义 1.7 (收敛半径)

♣

对于幂级数
∞∑

n=0
anz

n，若存在 0 ⩽ R ⩽ ∞使得对任意 |z| < R幂级数绝对收敛，对任意 |z| > R幂级数

发散，则称 R为该幂级数的收敛半径，DR(0) = {z : |z| < R}称为幂级数的收敛圆盘.

定理 1.6 (Hadamard等式)

♥

若借用记号 1/0 = ∞, 1/∞ = 0，则所有幂级数均存在收敛半径，它由 Hadamard等式给出
1

R
= lim

n→∞
|an|1/n. (1.38)

证明 首先考虑 0 < R <∞的情形（R由 Hadamard等式给出），假设 r < R，则
1

r
>

1

R
= lim

n→∞
|an|1/n, (1.39)

因此存在充分小的 ε > 0，当 n充分大时就有

|an|1/n <
1− ε

r
, |an|rn < (1− ε)n (1.40)

与几何级数比较可知幂级数
∞∑

n=0
|an|rn 收敛，得证.

1暂不讨论其各种收敛性，实级数的诸多性质（绝对收敛、条件收敛、一致收敛以及许多判别法）可直接迁移过来.
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1.2 复平面上的函数

假设 r > R，则仿照上面的过程，存在 ε > 0，当 n充分大时，就有
1 + ε

r
< |an|1/n, (1 + ε)n < |an|rn (1.41)

同样与几何级数比较可知幂级数
∞∑

n=0
|an|rn 发散，得证.

有许多在 C上收敛的幂级数，比如基本的三角函数，定义为

cos z =

∞∑
n=0

(−1)n
z2n

(2n)!
, sin z =

∞∑
n=0

(−1)n
z2n+1

(2n+ 1)!
, (1.42)

与指数函数相同，它们也可以看作余弦函数与正弦函数的延拓，由此可得 Euler等式

cos z =
eiz + e−iz

2
, sin z =

eiz − e−iz

2i
(1.43)

下面的定理表明，幂级数可以构造出收敛圆盘内的全纯函数.

定理 1.7

♥

幂级数 f(z) =
∞∑

n=0
anz

n 定义出了收敛圆盘内的全纯函数，它的导函数也是一个幂级数，表示为

f ′(z) =

∞∑
n=0

nanz
n−1. (1.44)

并且与 f 有相同的收敛半径.

证明 由于 lim
n→∞

n1/n = 1，因此根据上极限的运算可知上面两个幂级数的收敛半径是相同的，设 g(z) =
∞∑

n=0
nanz

n−1，

下证 g(z) = f ′(z).设 f 给出的幂级数的部分和为 SN，余项为 EN，即 f = SN + EN，则
f(z0 + h)− f(z0)

h
− g(z0) =

Å
SN (z0 + h)− SN (z0)

h
− S′

N (z0)

ã
(1.45)

+ (S′
N (z0)− g(z0)) +

Å
EN (z0 + h)− EN (z0)

h

ã
(1.46)

取定 |z0|, |z0 + h| < r < R，对任意 ε > 0，取定 N 使得

|S′
N (z0)− g(z0)|+

∣∣∣∣EN (z0 + h)− EN (z0)

h

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

∞∑
n=N+1

nanz
n
0

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣

∞∑
n=N+1

nan
∑

(z0 + h)kzn−k
0

∣∣∣∣∣∣ (1.47)

⩽ 2

∞∑
n=N+1

n|an|rn (1.48)

< ε/2, (1.49)

对于上述 N，存在 δ > 0，当 |h| < δ时有∣∣∣∣SN (z0 + h)− SN (z0)

h
− S′

N (z0)

∣∣∣∣ < ε/2, (1.50)

对于这样的 δ有 ∣∣∣∣f(z0 + h)− f(z0)

h

∣∣∣∣ < ε, (1.51)

命题得证.
上述定理可直得推论

推论 1.1

♥幂级数在其收敛圆盘内无穷次可微，各阶导数依然是幂级数，且具有相同的收敛半径.

上面的讨论的幂级数都以原点为中心，将其平移就可以得到以 z0 ∈ C为中心的幂级数

f(z) =

∞∑
n=0

an(z − z0)
n. (1.52)
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1.3 曲线积分

这时的收敛圆盘变为了DR(z0)，收敛半径依然由 Hadamard等式给出.这样的幂级数依然满足上面的各种性
质.

前面提到过“解析性”，借助幂级数可以正式给出解析性的定义.

定义 1.8 (解析函数)

♣

称定义在开集 Ω上的函数是解析的，若对于任意 z0 ∈ Ω，存在以 z0为中心的幂级数
∞∑

n=0
an(z − z0)

n，并

且有正收敛半径.反过来，在一点 z0 满足上述条件可视为 f 在点 z0 处解析.

根据上面对幂级数的讨论可知，解析函数一定是全纯的，后面会证明一个更惊奇的性质：全纯函数一定是
解析的，正因此，“全纯”与“解析”两词大部分时候可以混用.

1.3 曲线积分

定义 1.9 (参数曲线)

♣

参数曲线是一个连续映射 z : [a, b] ⊂ R → C，若 z 连续可微（在端点仅一个单向可微），并且 z′(t) 6= 0，
则称之为光滑曲线；若存在 [a, b]的分割 a = a0 < · · · < an = b，使得 z在每一段 [ak, ak+1]可微，则称 z

分段可微.

通过选择不同的参数化，可以得到相同曲线的不同表示，比如有考虑从 [c, d]到 [a, b]的连续可微双射 s 7→
t(s)，那么可以得到新的参数化 z̃(s) = z(t(s))，这实际上定义出了一个等价关系

定义 1.10 (曲线的等价)

♣称两个参数曲线 z1, z2 等价，若存在连续可微双射 τ（并且 τ ′ > 0）使得 z1 = z2 ◦ τ .

在等价的视角下，一个等价类就确定了一个曲线 γ ⊂ C，并且它实际上是有正定向的（参数从 a到 b变化），
因此可以定义负定向的曲线 γ−，这也对应了映射 z− : [a, b] → C，z−(t) = z(b+ a− t).

如果一个曲线无自交，则称之为简单曲线，但若曲线 z 满足 z(s) = z(t)仅 s = t或 {s, t} = {a, b}，也认为
曲线是简单曲线（称为简单闭曲线）.
综上，在大多数时候我们所关心的都是分段光滑曲线，因此一般“曲线”都指分段光滑曲线.
最简单的曲线的例子就是（逆时针）圆周 z(t) = z0 + reit, t ∈ [0, 2π]，类似可知 z(t) = z0 + reit, t ∈ [0, 2π]

是对应的顺时针圆周.
在复分析中，关于全纯函数的积分有一个非常美妙的结果：假设 f 在闭曲线 γ 内部全纯，那么 f 沿曲线积

分为 0，即 ∫
γ

f(z)dz = 0. (1.53)

这是下一章将介绍的 Cauchy定理.下面做一些积分的准备工作.
对于一个曲线 γ，由映射 z : [a, b] → C参数化，并且 f 在 γ 连续，则可以定义沿 γ 的曲线积分∫

γ

f(z)dz =

∫ b

a

f(z(t))z′(t)dt (1.54)

为了保证上面是良定义的，我们必须证明对于同一曲线的不同参数化，或者说两条等价的曲线的积分是相
同的，这根据微分的形式不变性易得∫ b

a

f(z(t))z′(t)dt =

∫ d

c

f(z(t(x)))z′(t(s))t′(s)ds =

∫ d

c

f(z̃(s))z̃′(s)ds (1.55)
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1.3 曲线积分

若 γ 是逐段可微的，那么可以将其积分定义为∫
γ

f(z)dz =

n−1∑
k=0

∫ ak+1

ak

f(z(t))z′(t)dt (1.56)

此外，可以定义可微曲线的长度为

l(γ) =

∫ b

a

|z′(t)|dt (1.57)

类似可证明，这里也是良定义的.若曲线是分段可微的，则长度也定义为逐段积分之和.容易验证，上面的
曲线积分有如下性质

命题 1.3

♠

1. 线性：对 a, b ∈ C，有 ∫
γ

(af(z) + bg(z))dz = a

∫
γ

f(z)dz + b

∫
γ

g(z)dz. (1.58)

2. 沿同一曲线的不同方向积分值相反 ∫
γ

f(z)dz = −
∫
γ−
f(z)dz. (1.59)

3. 绝对值不等式 ∣∣∣∣∣
∫
γ

f(z)dz

∣∣∣∣∣ ⩽ sup
z∈γ

|f(z)| · l(γ) (1.60)

在一元实积分中，我们曾借助原函数给出了 Newton-Leibniz公式，可以证明，若复变函数 f 在 Ω ⊂ C上存
在原函数 F 使得 F ′(z) = f(z)，那么对于 Ω内的曲线积分也有很好的结果.

定理 1.8

♥

若连续函数 f 在 Ω上有原函数 F，设曲线 γ ⊂ Ω的起点与终点为 w1, w2，则∫
γ

f(z)dz = F (w2)− F (w1). (1.61)

证明 设 γ 的参数化为 z : [a, b] → C，并且 z(a) = w1, z(b) = w2.若 γ 是光滑的，则∫
γ

f(z)dz =

∫ b

a

f(z(t))z′(t)dt (1.62)

=

∫ b

a

F ′(z(t))z′(t)dt (1.63)

=

∫ b

a

d

dt
F (z(t))dt (1.64)

= F (z(b))− F (z(a)) (1.65)

若 γ 是分段光滑的，则 ∫
γ

f(z)dz =

n−1∑
k=0

F (z(ak+1)− F (z(ak))) (1.66)

= F (z(an))− F (z(a0)) (1.67)

= F (z(b))− F (z(a)). (1.68)

根据上面的结论很容易得到推论
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1.3 曲线积分

推论 1.2

♥

设 γ 为开集 Ω中的闭曲线，f 在 Ω中连续，且有原函数，那么∫
γ

f(z)dz = 0. (1.69)

但若不满足条件，那么很容易找到积分不为 0的函数，比如 f(z) = 1/z在单位圆周上的积分∫
C

f(z)dz =

∫ 2π

0

ieit

eit
dt = 2πi 6= 0. (1.70)

借助积分，还可以得到如下结论.

推论 1.3

♥若 f 为区域 Ω中的全纯函数，并且 f ′ ≡ 0，则 f 为常数.

证明 固定 w0 ∈ Ω，则对任意 w ∈ Ω，对 f ′ 沿 w0 到 w积分可知 f(w) = f(w0)，得证.
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第 2章 Cauchy定理及其应用

本章主要讨论复分析中的 Cauchy定理：若 f 在开集 Ω中全纯，γ ⊂ Ω是一个闭曲线，则∫
γ

f(z)dz = 0. (2.1)

复分析中许多理论，包括留数在内都与这一事实有关.在前一章中，我们从原函数的角度对 Cauchy定理已
经有了初步认识，下面开始正题.

2.1 Goursat定理
上一章中证明了，若 f 在开集 Ω中有原函数，则对任意闭曲线 γ ⊂ Ω都有∫

γ

f(z)dz = 0, (2.2)

反过来，如果我们可以证明上述关系对于某些特定形状的曲线都存在，那么原函数也存在.我们从 Goursat
定理开始，该定理可以为我们后面的推理提供帮助.

定理 2.1 (Goursat定理)

♥

设开集 Ω ⊂ C，三角形 T 以及其内部都包含在 Ω中，则对任意 Ω中的全纯函数，都有∫
T

f(z)dz = 0. (2.3)

证明 记给定的三角形为 T (0)（具有正定向），其直径与周长记为 d(0), p(0).将三角形各边中点相连，可以将 T (0)

等分为 4个三角形 T
(1)
1 , T

(1)
2 , T

(1)
3 , T

(1)
4 ，并且它们与 T (0) 相似，且均具有正定向，如下图所示.

图 2.1: 三角形的划分

记 T
(1)
j = T (1)，这里的 T

(1)
j 在四个三角形中对于 f 积分的模长最大，则有∫

T (0)

f(z)dz =

∫
T

(1)
1

f(z)dz +

∫
T

(1)
2

f(z)dz +

∫
T

(1)
3

f(z)dz +

∫
T

(1)
4

f(z)dz (2.4)∣∣∣∣∫
T (0)

f(z)dz

∣∣∣∣ ⩽ 4

∣∣∣∣∫
T (1)

f(z)dz

∣∣∣∣ (2.5)

根据三角形的几何关系可得 d(1) = 2−1d(0), p(1) = 2−1p(0).重复上述过程，可以得到三角形序列

T (0), T (1), · · · , T (n), · · · (2.6)

其中每个三角形相似，直径与周长为 d(n) = 2−nd(0), p(n) = 2−np(0)，并且三角形的内部区域依次包含，根
据紧集套定理，存在唯一 z0 ∈ C，对任意 n都有 z0 ∈ T (n)（这里 T (n) 表示三角形 T (n) 的内部），由于 f 在 Ω

全纯，因此

f(z) = f(z0) + f ′(z0)(z − z0) + o(|z − z0|) = f(z0) + f ′(z0)(z − z0) + ψ(z)(z − z0) (2.7)

其中 lim
z→z0

ψ(z) = 0，令 εn = sup
z∈T (n)

|ψ(z)|，则有∣∣∣∣∫
T (n)

f(z)dz

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫
T (n)

ψ(z)(z − z0)dz

∣∣∣∣ ⩽ εnd
(n)p(n) (2.8)



2.2 圆盘上的 Cauchy定理

那么对于一开始的三角形 T (0) 有估计∣∣∣∣∫
T (0)

f(z)dz

∣∣∣∣ ⩽ 4n
∣∣∣∣∫

T (n)

f(z)dz

∣∣∣∣ ⩽ εnd
(0)p(0) (2.9)

令 n→ ∞，则 εn → 0，命题得证.
根据 Goursat定理可以得到

推论 2.1

♥

设 f 为开集 Ω上的全纯函数，Ω包含一个矩形 R以及其内部，则∫
R

f(z)dz = 0. (2.10)

定理成立的原因在于矩形可以拆分为两个同定向的三角形.

2.2 圆盘上的 Cauchy定理
下面讨论圆盘上的 Cauchy定理，首先证明如下引理

引理 2.1

♥设 f 为定义在开圆盘上的全纯函数，则 f 有原函数.

证明 只需直接构造即可，不妨设圆盘 D 以原点为圆心，则对任意 z ∈ D，可以构造从原点到 z 的一条折线路
径，依次沿实轴与虚轴：0 → Re(z) → z，如下图所示.

图 2.2: 路径与路径之差

记这样的路径为 γz，构造函数

F (z) =

∫
γz

f(w)dw, (2.11)

下证 F 在 D中全纯，并且 F ′(z) = f(z).对任意 z ∈ D，都有

F (z + h)− F (z) =

∫
γz+h

f(w)dw −
∫
γz

f(w)dw (2.12)

=

∫
γz+h−γz

f(w)dw (2.13)

根据上图可知，其中 γz+h − γz = η，η为连接 z, z + h的有向线段，故

F (z + h)− F (z) =

∫
η

f(w)dw (2.14)
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2.3 借助 Cauchy定理计算积分

根据 f 的连续性可知 f(w) = f(z) + ψ(w)，其中 lim
w→z

ψ(w) = 0，因此

F (z + h)− F (z) =

∫
η

f(z)dw +

∫
η

ψ(w)dw = f(z)h+

∫
η

ψ(w)dw (2.15)

其中 ∣∣∣∣∣
∫
η

ψ(w)dw

∣∣∣∣∣ ⩽ sup
w∈η

|ψ(w)| |h| = o(|h|) (2.16)

故 F ′(z) = f(z)，即 F 为 f 在圆盘上的原函数.
上面的引理表明，任意全纯函数都有局部的原函数.借助这种良好的性质，仿照上一章中的证明，可以立即

得到圆盘上的 Cauchy定理.

定理 2.2 (圆盘上的 Cauchy定理)

♥

若 f 为圆盘上的全纯函数，则对于该圆盘内的任意闭曲线 γ，都有∫
γ

f(z)dz = 0. (2.17)

推论 2.2

♥

若 f 为定义在一个开集 Ω上的全纯函数，则对于任意 Ω中的圆周 C，若 C 内部均在 Ω中，则∫
C

f(z)dz = 0. (2.18)

证明 容易证明，存在圆盘 D 使得 C ⊂ D ⊂ Ω，因此 f 为 D 中的全纯函数，C 为 D 中的曲线，根据 D 中的
Cauchy定理得证.

事实上，对于任一闭曲线，只要我们可以明确定义其内部，就能同样构造折线路径证明原函数存在，进而证
明对应区域上的 Cauchy定理，圆周与圆盘则是最容易刻画的例子之一.对于那些“显然”可以定义内部的闭曲
线，称之为简单围道（toy contour）1，并且定义其正定向为，内部始终在左手边的方向.许多常见闭曲线都是简
单围道，比如三角形、矩形、锁孔等，因此可以说，很容易证明简单围道的 Cauchy定理成立.
虽然简单围道的 Cauchy定理已经足够使用，但关于 Cauchy定理的问题并没有解决（毕竟简单围道的定义

并不严格），严谨讨论这一问题需要用到 Jordan曲线定理，它表述为：平面简单闭曲线可以将平面分为内部和外
部（各自作为一个连通分支），借此可以刻画简单闭曲线的内部.这是一个“显然”但不“易得”的定理，因此对
Cauchy定理的讨论仅止于此.

2.3 借助 Cauchy定理计算积分
研究 Cauchy定理的动机之一就是用复分析方法计算实积分，这里讨论一些简单的例子，更系统的，借助留

数的讨论留到下一章.
例 2.1考虑 Gauss函数 e−πx2

，它满足等式

e−πξ2 =

∫ ∞

−∞
e−πx2

e−2πixξdx (2.19)

这说明它的 Fourier变换仍然是自身，下面我们借助围道积分推导这一事实.需要用到结果

1 =

∫ ∞

−∞
e−πx2

dx. (2.20)

这一事实可以通过极坐标换元或 Gamma函数得到.
令 f(z) = e−πz2

，这是一个整函数，并且在下图的矩形围道 γR 上全纯（其中 ξ > 0固定）

1Stein的原文是 toy contour，contour有围道的意思，这里就按照“简单围道”表述了.
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2.3 借助 Cauchy定理计算积分

图 2.3: 矩形围道 γR

根据 Cauchy定理，f 在围道 γR 积分为 0.如果将其拆分为每条边上的积分，则在实轴部分的积分为∫ R

−R

e−πx2

dx (2.21)

当 R→ ∞时，上式收敛于 1.考虑右边上的积分

I(R) =

∫ ξ

0

f(R+ iy)idy =

∫ ξ

0

ie−π(R2+2iRy−y2)dy (2.22)

由于 ξ固定，因此 |I(R)| ⩽ Ce−πR2

，这说明当 R→ ∞时 I(R) → 0.同理可得左边上的积分也有相同结果.
最后考虑上边的积分可得 ∫ R

−R

e−π(x+iξ)2dx = −eπξ
2

∫ R

−R

e−πx2

e−2πixξdx (2.23)

综上，可得

0 = 1− e−πξ2
∫ R

−R

e−πx2

e−2πixξdx (2.24)

移项得证.
上面借助围道积分解决实积分问题的思想非常重要，在许多地方都可以见到（比如它可以解决许多含参变

量积分问题）.
例 2.2另一个经典的例子是积分 ∫ ∞

0

1− cosx

x2
dx =

π

2
. (2.25)

设 f(z) = (1− eiz)/z2，考虑 f 在如下围道上的积分

图 2.4: 环型围道

根据 Cauchy定理可得∫ −ε

−R

1− eix

x2
dx+

∫
γ+
ε

1− eiz

z2
+

∫ R

ε

1− eix

x2
dx+

∫
γ+
R

1− eiz

z2
dz = 0 (2.26)

由于 ∣∣∣∣∣
∫
γ+
R

1− eiz

z2
dz

∣∣∣∣∣ ⩽
∫
γ+
R

∣∣∣∣1− eiz

z2

∣∣∣∣ dz ⩽ ∫
γ+
R

2

|z|2
dz =

2π

R
(2.27)

13



2.4 Cauchy积分公式

因此当 R→ ∞时 f 在 γ+R 上的积分趋于 0，这说明∫
|x|⩾ε

1− eix

x2
dx = −

∫
γ+
ε

1− eiz

z2
dz (2.28)

下面计算右侧的积分，由于

f(z) =
1− eiz

z2
= − i

z
+

1− cos z

z2
+ i

z − sin z

z2
= − i

z
+ E(z) (2.29)

其中 |E(z)|在 z → 0时有界，因此∣∣∣∣∣
∫
γ+
ε

E(z)dz

∣∣∣∣∣ ⩽ πε sup
z∈γ+

ε

|E(z)| → 0, ε→ 0. (2.30)

在 γ+ε 上有 z = εeiθ，则∫
γ+
ε

1− eiz

z2
dz =

∫
γ+
ε

−i
z
dz +

∫
γ+
ε

E(z)dz →
∫ 0

π

(−i2)dθ = −π (2.31)

对式2.28取实部可得 ∫ ∞

−∞

1− cosx

x2
dx = π. (2.32)

根据偶函数性质可得原等式.

2.4 Cauchy积分公式
函数的积分表示在数学中有很重要的作用，很多时候可以将局部性质与整体性质连接起来.比如圆盘上稳态

热方程（实际上是位势方程）的解就是其边值与 Poisson核卷积的结果

u(r, θ) =
1

2π
Pr(θ − φ)u(1, φ)dφ. (2.33)

这说明圆盘上的温度分布仅与边值有关，对于全纯函数也有类似的性质，因为根据 Cauchy-Riemann 方程，
全纯函数的实部与虚部都是调和函数.在此我们讨论关于调和函数的一个积分表示，上面的 Poisson积分公式也
可以看作是这种表示的推论.

定理 2.3 (Cauchy积分公式)

♥

设 f 为开集 Ω上的全纯函数，闭圆盘 D ⊂ Ω，C = ∂D且具有正定向，那么对任意 z ∈ D都有

f(z) =
1

2πi

∫
C

f(ζ)

ζ − z
dζ. (2.34)

证明 固定 z ∈ D，考虑包围 z的锁孔围道 γδ,ε ⊂ Ω，如图所示

图 2.5: 锁孔围道

其中 δ, ε分别表示连接部分的宽度、内圆半径，则根据 Cauchy定理有∫
γδ,ε

f(ζ)

ζ − z
dζ :=

∫
γδ,ε

F (ζ)dζ = 0, (2.35)
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2.4 Cauchy积分公式

当 δ → 0时，由 F 的连续性可知上面在连接部分的积分值也会趋于 0，剩余部分由一个内圆 Cε与一个外圆
C 构成.由于

F (ζ) =
f(ζ)

ζ − z
=
f(ζ)− f(z)

ζ − z
+
f(z)

ζ − z
(2.36)

上面的第一部分有界（根据 F 全纯），因此当 ε→ 0时，第一项的积分也趋于 0，这说明∫
Cε

f(z)

ζ − z
dζ = f(z)

∫
Cε

dζ

ζ − z
= −f(z)

∫ 2π

0

εie−it

εe−it
dt = −2πif(z) (2.37)

由此可得

f(z) =
1

2πi

∫
C

f(ζ)

ζ − z
dζ. (2.38)

事实上，Cauchy积分公式对满足相同条件的矩形 R也成立，甚至对许多简单围道都成立.这实际上反映了
一个几何上的规律：如果将以 z 为圆心的圆周看作一圈橡皮筋，那么 f 在对橡皮筋拉伸、收缩得到的新围道上
的积分值与原来的圆周上是相同的（这里仅考虑简单围道，并且设 f 在足够大的区域内全纯）.

作为 Cauchy积分公式的推论，可以得到如下定理

推论 2.3

♥

设 f 为开集 Ω上的全纯函数，并且在 Ω上无穷阶可微，圆周 C = ∂D且有正定向，则对任意 C 包围的圆
盘内部的 z都有

f (n)(z) =
n!

2πi

∫
C

f(ζ)

(ζ − z)n+1
dζ. (2.39)

证明 归纳证明，n = 0时的情形就是 Cauchy积分公式的内容，假设命题对 n− 1成立，下面考虑 n的情形.根
据假设有

f (n−1)(z + h)− f (n−1)(z)

h
=

(n− 1)!

2πi

∫
C

f(ζ)
1

h

ï
1

(ζ − z − h)n
− 1

(ζ − z)n

ò
dζ (2.40)

根据因式分解 An −Bn = (A−B)(An−1 +An−2B + · · ·+Bn−1)可知
1

h

ï
1

(ζ − z − h)n
− 1

(ζ − z)n

ò
=

1

(ζ − z − h)(ζ − z)

[
An−1 + · · ·+Bn−1

]
(2.41)

= AB
[
An−1 + · · ·+Bn−1

]
(2.42)

= AnB +An−1B2 + · · ·+A2Bn−1 +ABn (2.43)

当 h→ 0时，AkBn−k−1 与 Bn+1 会非常接近，因此

f (n)(z) = lim
h→0

f (n−1)(z + h)− f (n−1)(z)

h
(2.44)

=
(n− 1)!

2πi

∫
C

f(ζ)
n

(ζ − z)n+1
dζ (2.45)

=
n!

2πi

∫
C

f(ζ)

(ζ − z)n+1
dζ. (2.46)

命题得证.
注有时候，Cauchy积分公式指上述推论的一般形式（这自然包含了 n = 0的形式）.

根据一般情形的 Cauchy积分公式也可以得到如下推论.

推论 2.4 (Cauchy不等式)

♥

若 f 为开集 Ω上的全纯函数，闭圆盘 DR(z0) ⊂ Ω，设 C = ∂DR(z0)，则

|f (n)(z0)| ⩽
n!||f ||C
Rn

(2.47)

其中 ||f ||C = sup
z∈C

|f(z)|，表示 |f |在圆周 C 上的上确界.
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2.4 Cauchy积分公式

证明 根据 Caucy积分公式可得

|f (n)(z0)| =
∣∣∣∣ n!2πi

∫
C

f(ζ)

(ζ − z0)n+1
dζ

∣∣∣∣ (2.48)

=
n!

2π

∣∣∣∣∫
C

f(z0 +Reiθ)

(Reiθ)n+1
Rieiθdθ

∣∣∣∣ (2.49)

⩽ n!||f ||C
2πRn

2π =
n!||f ||C
Rn

. (2.50)

在第一章中，我们讨论了（复）幂级数的良好性质，并且证明了幂级数一定是收敛半径内的全纯函数，借助
Cauchy定理，可以说明反过来的结论也成立.

定理 2.4

♥

设 f 为开集 Ω中的全纯函数，以 z0 为圆心的开圆盘 D ⊂ Ω，则 f 在 z0 处有幂级数展开，对任意 z ∈ D

有

f(z) =

∞∑
n=0

an(z − z0)
n (2.51)

其中 an = f (n)(z0)/n!, n ⩾ 0.

证明 固定 z ∈ D，C = ∂D，根据 Cauchy积分公式有

f(z) =
1

2πi

∫
C

f(ζ)

ζ − z
dζ (2.52)

并且其中
1

ζ − z
=

1

(ζ − z0)− (z − z0)
=

1

ζ − z0

1

1−
Ä
z−z0
ζ−z0

ä (2.53)

由于 z ∈ D固定并且 |z − z0| < |ζ − z0|，因此存在 0 < r < 1使得
∣∣∣ z−z0
ζ−z0

∣∣∣ < r，因此

1

1−
Ä
z−z0
ζ−z0

ä =

∞∑
n=0

Å
z − z0
ζ − z0

ãn
(2.54)

并且级数对 ζ 绝对一致收敛，因此可以交换积分与求和号，即得

f(z) =

∞∑
n=0

Å
1

2πi

∫
C

f(ζ)

(ζ − z0)n+1
dζ

ã
· (z − z0)

n (2.55)

=

∞∑
n=0

f (n)(z0)

n!
(z − z0)

n. (2.56)

上面的定理说明全纯函数在一点局部必有幂级数展开，而幂级数具有无穷可微的性质，因此我们实际上证
明了，若 f 在一点全纯，则 f 在该点无穷可微.并且对于足够大的圆盘D(z0) ⊂ Ω都有幂级数展开，特别当 f 为

整函数时（在 C全纯），f 在 0附近有幂级数展开 f(z) =
∞∑

n=0
anz

n，并且在 C上收敛.

推论 2.5 (Liouville定理)

♥若 f 为有界整函数，则 f 为常数.

证明 只要证明 f ′ ≡ 0即可，设 sup
z∈C

|f(z)| = B <∞，对任意 z0 ∈ C, R > 0，根据 Cauchy不等式有

|f ′(z0)| ⩽
B

R
(2.57)

令 R→ ∞得证.
Liouville定理也是调和函数的重要结论.
借助 Cauchy积分公式，可以证明代数中的重要定理：代数基本定理.
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2.4 Cauchy积分公式

推论 2.6 (代数基本定理)

♥
任何非常值复系数多项式 P (z) = anz

n + · · ·+ a0 在 C中有一个根.

证明 假设 P 在 C中无根.对任意 z 6= 0有
P (z)

zn
= an +

(an−1

z
+ · · ·+ a0

zn

)
(2.58)

由于当 |z| → ∞时，括号中均趋于 0，因此存在 R > 0，c = |an|/2，使得对任意 |z| > R都有

|P (z)| ⩾ c|z|n,
∣∣∣∣ 1

P (z)

∣∣∣∣ ⩽ 1

c|z|n
(2.59)

这说明 1/P 在 |z| > R有界，并且显然 1/P 在 |z| ⩽ R有界（有限处 P 无零点），因此 1/P 为有界整函数，
根据 Liouville定理可知 1/P 为常数，即 P 为常值多项式，与条件矛盾，命题得证.

代数基本定理使得 C中的多项式可以因式分解.

推论 2.7

♥

任何 n次复系数多项式 P (z) = anz
n + · · ·+ a0 在 C中都有 n个根（记重数），若记为 w1, · · · , wn，则

P (z) = an(z − w1) · · · (z − wn). (2.60)

证明 根据代数基本定理，P 存在根 w1 ∈ C，拆分 z = (z − w1) + w1，则多项式 P 可写为

P (z) = bn(z − w1)
n + · · ·+ b1(z − w1) + b0 (2.61)

根据 P (w1) = 0可知 b0 = 0，因此 P (z) = (z −w1)Q(z)，其中 Q为 n− 1次复系数多项式，充分上述过程
易证.

最后讨论全纯函数的另一个有趣性质，它说明全纯函数具有“刚性”，只需要局部的值就能唯一确定更大范
围上的取值.

引理 2.2

♥

设 f 为区域 Ω中的全纯函数，并且存在有极限点的数列 {zn} ⊂ Ω，使得对任意 n ∈ N 都有 f(zn) = 0，
则在 Ω上 f ≡ 0.

证明分为两步，首先证明在命题在 Ω的某个圆盘中成立，然后再推广到整个 Ω.
证明 设点列 {wk} ⊂ Ω，z0为 {wk}的一个极限点，D ⊂ Ω为以 z0为圆心的圆盘，考虑 f 在D中的幂级数展开

f(z) =

∞∑
n=0

an(z − z0)
n (2.62)

若 f 在 D不全为 0，则存在最小的正整数m，使得

f(z) = am(z − z0)
m(1 + g(z − z0)) (2.63)

这里 g(0) = 0，取 {wn}中收敛到 z0的子列（不妨设为它本身），则 am(wk − z0)
m 6= 0，并且存在充分大的

k使得 1 + g(wk − z0) 6= 0，这与 f(wk) = 0矛盾，故 f 在 D上恒为 0.
下面向 Ω上推广，设

U = Int{z ∈ Ω : f(z) = 0}, (2.64)

则显然 f 为非空开集（因为 z0 ∈ U），但同时 U 也为闭集（极限点封闭），令 V 为 U 在 Ω中的补集，则
Ω = U ∪ V，其中 U, V 无交，且均同时为开集、闭集，这与 Ω的连通性矛盾，故 V = ∅, U = Ω，得证.

根据上面的结论可以得到如下推论.
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2.5 更多的应用

定理 2.5 (唯一性定理)

♥

设 f, g为区域Ω中的全纯函数，若对任意 z ∈ U ⊂ Ω（或者说对于某个有极限点的点列）都有 f(z) = g(z)，
其中 U 为非空开集，则对任意 z ∈ Ω都有 f(z) = g(z).

对于全纯函数 f, F 分别定义在 Ω ⊂ Ω′ 上，若对任意 z ∈ Ω都有 f(z) = F (z)，那么 F 就称为 f 到 Ω′ 的解
析延拓，并且上面的事实说明，这种解析延拓的结果是唯一的，即 F 仅由 f 决定.
从解析延拓的角度看，第一章中由幂级数定义指数函数、三角函数都是合理的，它们都可以看作实直线上

函数在复平面上的解析延拓.

2.5 更多的应用
下面讨论 Cauchy定理以及 Cauchy积分公式的更多应用

2.5.1 Morera定理

首先讨论Morera定理，它是 Cauchy定理（或者说 Goursat定理）的逆定理.

定理 2.6 (Morera定理)

♥

设 f 为开圆盘 D上的连续函数，对任意三角形 T ⊂ D都有∫
T

f(z)dz = 0, (2.65)

则 f 在 D中全纯.

证明 借助2.1的证明可知 f 在 D中存在原函数 F，F 全纯意味着 F 为无穷次可微，因此 f 为全纯的.

2.5.2 全纯函数列

数学分析中我们讨论过函数列以及函数项级数，对于复分析也有类似的讨论，不过 C的良好性质使得难度
大大简化.

定理 2.7

♥

设 {fn}为定义在 Ω上的全纯函数列，并且在 Ω上一致收敛到 f，则 f 为任意紧集K ⊂ Ω上的全纯函数，
进而 f 在 Ω全纯.

证明 设闭圆盘 D ⊂ Ω，T 为 D中的三角形，由于 {fn}全纯，由此 Goursat定理保证对任意 n ∈ N都有∫
T

fn(z)dz = 0 (2.66)

{fn}的一致收敛性可知 f 连续，并且交换积分与极限可得

lim
n→∞

∫
T

fn(z)dz =

∫
T

f(z)dz = 0 (2.67)

则根据Morera定理可得 f 为 D中的全纯函数.根据 D的任意性可知 f 在K ⊂ Ω中全纯（或者根据有限覆
盖定理）.

对于 R上的函数，连续函数的一致极限是连续函数，但可微函数列的一致极限却未必可微.即使 f ⇒ g，也
未必有 f ′ ⇒ g′.但复平面上的全纯函数却具有这种良好的性质，下面讨论全纯函数列微分的极限.

定理 2.8

♥

设 {fn}为定义在Ω上的全纯函数列，并且在Ω上一致收敛到 f，则其导函数列 {f ′n}也在任一紧集K ⊂ Ω

上一致收敛于 f ′（也即内闭一致收敛到 f ′）.
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2.5 更多的应用

证明 设 Ωr = {z ∈ Ω : Dr(z) ⊂ Ω}，则只需证明对任意 r > 0，在 Ωr 中 f ′n ⇒ f ′.根据 Cauchy积分公式可得

|f ′(z)− f ′n(z)| =
∣∣∣∣∣ 1

2πi

∫
Cr(z)

f(ζ)− fn(ζ)

(ζ − z)2
dζ

∣∣∣∣∣ (2.68)

⩽ 1

2π
sup

ζ∈Cr(z)

|f(ζ)− fn(ζ)|
1

r2
2πr (2.69)

=
1

r
||f − fn||Cr(z) (2.70)

两边对 z ∈ Ωr 取上确界，当 n充分大时 ||f − fn||Cr(z) < rε，这说明

sup
z∈Ωr

|f ′(z)− f ′n(z)| < ε. (2.71)

得证.
在上述定理的基础上，可以证明 f

(k)
n 一致收敛到 f (k).

同理，可以考虑全纯函数项级数

F (z) =

∞∑
n=1

fn(z), (2.72)

许多函数都有这种级数形式（比如幂级数），包括后面章节会讨论的 Riemann ζ 函数.

2.5.3 根据积分定义的全纯函数

后面也会看到，除了级数定义，也有很多函数通过积分定义，有形式

f(z) =

∫ b

a

F (z, s)ds. (2.73)

其中 F 定义在 Ω× [a, b] ⊂ C×R中，并且关于第一个变量全纯，第二个变量连续，积分按照 Riemann积分
意义考虑.一个重要的问题就是讨论 f 是否全纯.不失一般性，设 [a, b] = [0, 1].

定理 2.9

♥

设 F (z, s)定义在 Ω× [0, 1]上，Ω ⊂ C为开集，若 F 满足
1. 对每个 s ∈ [0, 1]，F (z, s)关于 z全纯.
2. F 在 Ω× [0, 1]连续.

则函数

f(z) =

∫ 1

0

F (z, s)ds (2.74)

是 Ω上的全纯函数.

只需要证明 f 在任意闭圆盘 D ⊂ Ω中全纯.由于 F 连续，因此只要证明对任意三角形 T ⊂ D都有∫
T

∫ 1

0

F (z, s)dsdz = 0, (2.75)

则根据Morera定理可知 f 全纯，这只需要讨论上面两个积分号的交换性，我们需要借助级数工具.
证明 对任意 n ⩾ 1，考虑黎曼和（同时也是 Ω中的全纯函数）

fn(z) =
1

n

n∑
k=1

F (z, k/n) (2.76)

下面证明 {fn}在圆盘D ⊂ Ω中一致收敛到 f .对任意 ε > 0，根据 F 在紧集D× [0, 1]上的一致连续性可知
存在 δ > 0，对任意 |s1 − s2| < δ都有

sup
z∈D

|F (z, s1)− F (z, s2)| < ε. (2.77)
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2.5 更多的应用

若 1/n < δ，则对任意 z ∈ D有

|fn(z)− f(z)| =
∣∣∣∣∣

n∑
k=1

∫ k/n

(k−1)/n

F (z, k/n)− F (z, s)

∣∣∣∣∣ (2.78)

⩽
n∑

k=1

∫ k/n

(k−1)/n

|F (z, k/n)− F (z, s)|ds (2.79)

<

n∑
k=1

ε

n
= ε. (2.80)

这说明在 D中 fn ⇒ f，即 f 在 D中全纯，进而在 Ω中全纯.

2.5.4 Schwarz反射原理

很多时候，我们需要将一个函数延拓到更大的区域上，有许多延拓方法可以保持连续性，甚至更好的光滑
性，很多时候要保证的条件越多，延拓的方法也会越复杂，但对于全纯函数却不然，一方面，全纯函数在定义域
内无穷阶可微性，还有某种“刚性”保证了延拓的唯一性，但另一方面，有的全纯函数只能在某个区域中存在，
不能做解析延拓（比如 f(z) =

∞∑
n=0

z2
n

，不能从单位圆盘向外延拓）.

根据本章中讨论的内容，可以给出一个非常有用的延拓方法：Schwarz反射原理.首先定义这种延拓，然后
验证延拓后的函数依然是全纯的.

设 Ω ⊂ C为开集，并且关于实轴对称，也就是说 z ∈ Ω当且仅当 z̄ ∈ Ω，如下图所示.

图 2.6: 对称区域 Ω

设 I = Ω∩R 6= ∅为 Ω中的实轴部分，在实轴上方与下方的区域设为 Ω+,Ω−，这实际上给出了 Ω的一个划
分，即

Ω = Ω+ t I t Ω− (2.81)

在此基础上，可以得到一个有趣的结论.

引理 2.3 (对称引理)

♥

设 Ω如上所述，f+, f− 分别在 Ω+,Ω− 中全纯，并且在 I 连续，以及对任意 x ∈ I 都有 f+(x) = f−(x)，
则下面定义的函数是 Ω上的全纯函数

f(z) =


f+(z), z ∈ Ω+

f+(z) = f−(z), z ∈ I

f−(z), z ∈ Ω−

(2.82)

证明 显然 f 在 Ω上连续，并且只需证明 f 在 I 中每一点全纯.设 D为以 I 上某点为心的圆盘，则对任意 D中
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2.5 更多的应用

的三角形 T，都有 ∫
T

f(z)dz = 0 (2.83)

因此根据Morera定理可知 f 在 D中全纯. 上面的结果需要一些补充，若 T 完全处于上半平面或下半平面，

图 2.7: 三角形 T 的情况

则根据 f+, f−的全纯性易得；若 T 有一条边在 I 中，则取完全处于对应部分的三角形 Tε ∼ T，ε表示底边与 I

的距离，根据连续性，当 ε→ 0时，可得上面的积分为 0；当三角形横跨 I 时，只需将其分割，对每个三角形重
复上述讨论即可.

借助上述原理，可以讨论下面的命题.

定理 2.10 (Schwarz反射原理)

♥

设 Ω同上，f 在 Ω+ 中全纯，在 I 中取实值并连续，则 F 可以延拓为一个 Ω中的全纯函数 F，即在 Ω+

中有 F = f .

证明 为了保证 I 上的取值相同以及连续性，可以定义对任意 z ∈ Ω− 有

F (z) = f(z̄) (2.84)

只需证明这样延拓的 F 满足条件.设 z, z0 ∈ Ω−，则 z̄, z̄0 ∈ Ω+，设 f 在 z̄0 附近的幂级数为

f(z̄) =

∞∑
n=0

an(z̄ − z̄0), (2.85)

则根据 F 的构造有

F (z) =

∞∑
n=0

ān(z − z0)
n (2.86)

这说明 F 在 Ω− 中全纯，而在实轴上有 f(x) = f(x)，根据前面的对称引理可知 F 在 I 中全纯，得证.
特别的，根据唯一性定理可知这种延拓是唯一的.

2.5.5 Runge逼近定理

Weierstrass逼近定理说明任何闭区间上的连续函数都可以被多项式一致逼近，我们自然会思考 C中的函数
是否有类似的性质，或者说，满足何种条件的紧集K ⊂ C，使得其上的全纯函数都可以被复多项式一致逼近？

其实这个问题早已有了进展，因为全纯函数可以在某点附近作幂级数展开，因此只需要取幂级数的部分和
就可以得到一个一致逼近序列.但问题并没有结束，比如考虑单位圆周上的函数 f(z) = z−1，假设存在多项式一
致逼近 z−1，则这些多项式在 C 上的积分均为 0，因此它们的一致极限也为 0，但由于∫

C

f(z)dz = 2πi (2.87)
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2.5 更多的应用

因此出现了矛盾.这说明我们需要对 K 作进一步的限制，比如考虑上面的例子，就可以给出一个拓扑角度
上的限制条件：Kc 必须连通.反之，Kc 连通必有一致逼近存在则由下面的 Runge定理给出.事实上，Runge定
理还说明对上面这种反例可以通过在Kc 中有奇点的有理函数逼近（这里的奇点指非全纯点）.

定理 2.11 (Runge逼近定理)

♥

设K ⊂ C为紧集，f 为在K 的某个邻域上的全纯函数，则 f 可以被在Kc中有奇点的有理函数逼近；若
Kc 连通，则 f 可以被多项式函数一致逼近.

事实上，若Kc 连通，则奇点可以变为无穷远点（最后讨论这件事），这时有理函数就会变为多项式，即得
到了后一部分的结论.下面讨论定理的证明，首先考虑如下引理.

引理 2.4

♥

设 f 为开集Ω ⊂ C中的全纯函数，K ⊂ Ω为紧集，则对任意 z ∈ K，存在有限多曲线 γ1, · · · , γN ⊂ Ω−K
使得

f(z) =

N∑
n=1

1

2πi

∫
γn

f(ζ)

ζ − z
dζ (2.88)

证明 设 d = c · d(K,Ωc)，这里 c < 1/
√
2为常数，则考虑边长 d的矩形网格，设 Q = {Q1, · · · , QM}表示与K

有交的有限矩形（具有正定向），∂Qm表示每个矩形的边界，设 γ1, · · · γN 表示处于边界的矩形的边，则根据一
开始 d的选择可知这些边仍然在 Ω中（同样借助一开始 d的选择可以使得每个 γk 都与K 无交），如下图所示

图 2.8: 网格与 γ 的选择

对任意 z ∈ K，都存在 Qj ∈ Q使得 z ∈ Qj，因此根据 Cauchy公式有
1

2πi

∫
∂Qk

f(ζ)

ζ − z
dζ = δkjf(z) (2.89)

δkl 为 Kronecker符号，由于处于内部的矩形边界上的积分会抵消，因此

f(z) =

M∑
m=1

1

2πi

∫
∂Qm

f(ζ)

ζ − z
dζ =

N∑
n=1

1

2πi

∫
γn

f(ζ)

ζ − z
dζ (2.90)

这里 γ1, · · · , γN ⊂ Ω−K，得证.
Runge逼近定理的第一部分由下面的引理推出.

引理 2.5

♥

对任意曲线 γ ⊂ Ω−K，存在一列在 γ 上有奇点的有理函数，它们在K 上一致逼近积分

g(z) =

∫
γ

f(ζ)

ζ − z
dζ, z ∈ K. (2.91)
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2.5 更多的应用

证明 设 γ : [0, 1] → C是一个参数曲线，则

g(z) =

∫
γ

f(ζ)

ζ − z
dζ =

∫ 1

0

f(γ(t))

γ(t)− z
γ′(t)dt :=

∫ 1

0

F (z, t)dt (2.92)

由于 γ与K 无交，函数 F 在K × [0, 1]连续（紧集使之一致连续），因此对任意 ε > 0，存在 δ > 0，对任意
|t1 − t2| < δ都有

sup
z∈K

|F (z, t1)− F (z, t2)| < ε (2.93)

仿照定理2.9的证明可知，的 Riemann和

fn(z) =
1

n

n∑
k=1

F (z, k/n) =
1

n

n∑
k=1

f(γ(k/n))

γ(k/n)− z
(2.94)

一致逼近 g，并且都是有理函数，得证.
最后补充前面的一个细节，即将奇点变为无穷远点的过程. 注意到，以 z0 为唯一奇点的有理函数一定是

1/(z − z0)的多项式，因此只需要考虑这种情况即可.

引理 2.6

♥
设Kc 连通，z0 /∈ K，则函数 1/(z − z0)在K 中可以被多项式一致逼近.

证明 设 D为以原点为圆心的圆盘，并且包含K，取 D外一点 z1，则对任意 z ∈ K 有

1

z − z1
= − 1

z1

1

1− z/z1
=

∞∑
n=1

− zn

zn+1
1

(2.95)

上面的级数在K中一致收敛，并且取部分和就能得到 1/(z−z1)在Ω上的一致逼近，这也说明了 1/(z−z1)k

也能被一致逼近.
下面证明，1/(z − z0)可以被 1/(z − z1)的多项式一致逼近.由于 Kc 连通，因此设 γ : [0, 1] → C，γ(0) =

z0, γ(1) = z1，令 ρ = 1
2d(K, γ) > 0，取点列 {w1, · · · , wl} ⊂ γ，其中 w0 = z0, wl = z1，并且对任意 0 ⩽ j < l都

有 |wj − wj+1| < ρ.
下证对任意 w,w′ ∈ γ, |w − w′| < ρ，1/(z − w)可以被 1/(z − w′)的多项式在K 上一致逼近，事实上

1

z − w
=

1

z − w′
1

1− w−w′

z−w′

(2.96)

=

∞∑
n=0

(w − w′)n

(z − w′)n+1
(2.97)

根据上述结论，借助序列 w1, · · · , wl 可知 1/(z − z0)可以被 1/(z − z1)一致逼近，得证.
上述“可由 A逼近 B，由 B 逼近 C，因此能由 A逼近 C”并不显然，可以写写看.
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第 3章 亚纯函数与对数

本节讨论亚纯函数以及其可能存在的（孤立）奇点.

定义 3.1 (孤立奇点)

♣称 z0 ∈ C为函数 f 的孤立奇点，若 f 在 z0 的一个去心邻域中全纯，但在 z0 处不全纯.

奇点有很多类型，其中最简单的一种是可去奇点，即若 f 在 z0 处能补充定义

f(z0) = lim
z→z0

f(z), (3.1)

并且补充定义后的函数在 z0的邻域中全纯，则 z0的奇性并没有实质性的影响.举例定义在穿孔平面C−{0}
上的函数 f(z) = z，这时 z = 0就是 f 的可去奇点.
同样考虑穿孔平面以及定义在其上的函数 g(z) = 1/z，可知

lim
z→0

g(z) = ∞, (3.2)

这种奇点就被称为极点.
再来考虑穿孔平面以及定义在其上的函数 h(z) = e1/z，当 z 沿实正半轴趋于 0时 h(z) → ∞，当 z 沿实负

半轴趋于 0时 h(z) → 0，因此 h在 0处极限不存在，这种奇点就被称为本性奇点.
上面的例子涵盖了孤立奇点的三种类型：
可去奇点：limz→z0 f(z) = A 6= ∞.
极点：limz→z0 f(z) = ∞.
本性奇点：limz→z0 f(z)不存在.
许多时候奇点与零点相关，因此从零点开始.

3.1 零点与极点
称 z0为函数 f 6≡ 0的零点，若 f(z0) = 0.如设 f 为 Ω上的全纯函数，则 f 的解析性保证了它的零点都是孤

立的，也就是说，若 f(z0) = 0，则存在 z0 的一个邻域 U ⊂ Ω，使得 f 在 U − {z0}上不为 0.

定理 3.1

♥

设 f 在连通开集 Ω ⊂ C上全纯且不恒为 0，并且有零点 z0 ∈ Ω，则存在 z0 的邻域 U ⊂ Ω，在 U 中无零
点的全纯函数 g以及唯一的 n ∈ N使得

f(z) = (z − z0)
ng(z), ∀z ∈ U. (3.3)

证明 取 z0 的邻域 U ⊂ Ω，并设 f 在 U 中仅 z0 处为 0，则根据 f 全纯可知 f 在 z0 处有幂级数展开

f(z) =

∞∑
k=0

ak(z − z0)
k, (3.4)

由于 f 6≡ 0，因此存在最小的 n ∈ N使得 an 6= 0，而 a0 = 0，因此

f(z) = (z − z0)
n

∞∑
k=0

an+k(z − z0)
k = (z − z0)

ng(z) (3.5)

其中 g满足命题要求.进一步根据 n的最小性可知其唯一性.
延续上述定理的记号，称 z0 为 f 的 n阶零点（或 n重零点），阶为 1的零点称为简单零点.
零点与极点直接有非常密切的联系，一句话概括就是

1

∞
= 0,

1

0
= ∞ (3.6)



3.2 留数公式

更具体而言，若 z0是函数 f 的零点，则对应就是函数 1/f 的极点，反之亦然，因此前面的定理有下面这个
形式上对称的定理.

定理 3.2

♥

设 f 在 z0 ∈ Ω处有极点，则存在 z0 的邻域 U，在 U 中不为 0的全纯函数 h以及唯一的 n ∈ N使得

f(z) = (z − z0)
−nh(z), ∀z ∈ U. (3.7)

证明 根据前一定理，可设 1/f(z) = (z − z0)
ng(z)，其中 g 在 z0 的某一邻域中不为零，因此取 h(z) = 1/g(z)，

就有

f(z) = (z − z0)
−nh(z), (3.8)

命题得证.
同样延续上述定理的记号，称 z0 为 f 的 n阶极点（或 n重极点），阶为 1的极点称为简单极点.

推论 3.1

♥

设 z0 为 f 的 n重极点，则

f(z) =
a−n

(z − z0)n
+ · · ·+ a−1

z − z0
+G(z), (3.9)

其中 G为 z0 某个邻域中的全纯函数.

证明 利用上一定理，将 h在 z0 处展开即得.
这一推论揭示了函数 f 极点的性态，即 f 在 n重极点附近可以表示为一个全纯函数与一个负幂多项式的和，

这两部分分别称为 f 在 z0 附近的全纯部分与主要部分.籍此，可以定义复分析中的一个重要概念：留数.

定义 3.2 (留数)

♣

设 z0 为 f 的极点，则称其在 z0 处主要部分的系数 a−1 为 f 在 z0 处的留数，记作

Res(f, z0) = a−1. (3.10)

如设 P (z)为 f 在 z0 处的主要部分，C 为以 z0 为中心的圆周，则有
1

2πi

∫
C

P (z)dz = a−1 = Res(f, z0). (3.11)

关于留数更多的性质留到下一节讨论，这里最后给出一个计算极点的留数的一般公式.

命题 3.1

♠

设 z0 为 f 的 n阶极点，则

Res(f, z0) = lim
z→z0

1

(n− 1)!

dn−1

dzn−1
(z − z0)

nf(z). (3.12)

证明 由于

(z − z0)
nf(z) = a−n + a−n+1(z − z0) + · · ·+ a−1(z − z0)

n−1 +G(z)(z − z0)
n (3.13)

求导即得.

3.2 留数公式
下面进一步讨论留数，过程与上一章讨论 Cauchy积分公式类似：先考虑圆周以及其内部圆盘的情况，而后

推广到一般的简单围道及其内部.

25



3.2 留数公式

定理 3.3

♥

设 f 为开集 Ω上的全纯函数，圆周 C 及其内部的穿孔 D − {z0}在 Ω中，则∫
C

f(z)dz = 2πiRes(f, z0). (3.14)

证明 利用锁孔围道避开极点 z0，且使两线段距离趋于 0可得∫
C

f(z)dz =

∫
Cε

f(z)dz, (3.15)

其中 Cε 是一个以 z0 为圆心，ε为半径的圆周.对常函数 g = a−1 使用 Cauchy积分公式可得
1

2πi

∫
Cε

a−1

z − z0
dz = a−1, (3.16)

类似的，依次对常函数 g = a−k 操作可得
1

2πi

∫
Cε

a−k

(z − z0)k
dz = 0, (3.17)

而在 z0 的邻域中有

f(z) =
a−n

(z − z0)n
+

a−n+1

(z − z0)n−1
+ · · ·+ a−1

z − z0
+G(z) (3.18)

其中 G全纯，对两边积分即证.
上述定理证明的关键就是将圆周C变为圆周Cε，利用这种思路，很容易可以将定理推广到多个极点的情况.

推论 3.2

♥

设 f 为开集 Ω上的全纯函数，圆周 C 及其内部的穿孔 D − {z1, · · · , zN}在 Ω中，则∫
C

f(z)dz = 2πi

N∑
k=1

Res(f, zk). (3.19)

证明 采用多个锁孔围道，将 C 变为 Cε1 , · · · , Cεk，在其上依次重复前面的操作即证.
同样的，这种思路也能推广到简单围道.

推论 3.3 (留数公式)

♥

设 f 为开集 Ω上的全纯函数，简单围道 γ 及其内部的穿孔 D − {z1, · · · , zN}在 Ω中，则∫
γ

f(z)dz = 2πi

N∑
k=1

Res(f, zk). (3.20)

3.2.1 一些例子

留数公式为积分的计算（特别是某些实积分）提供了极大的便利.下面考虑一些形如∫ ∞

−∞
f(x)dx (3.21)

的例子，其基本思路都是通过一组围道 γR 将积分扩展到复平面，对 R取极限即得结果

lim
R→∞

∫
γR

f(z)dz =

∫ ∞

−∞
f(x)dx. (3.22)

其中每个积分
∫
γR
可以借助留数公式解决，因此重点就在于选取合适的围道.

例 3.1证明 ∫ ∞

−∞

dx

1 + x2
= π. (3.23)
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3.2 留数公式

由于 (arctan(x))′ = 1/(1 + x2)，因此借助 N-L公式很容易给出结果.如果作换元 x 7→ x/y，则
1

π

∫ ∞

−∞

ydx

y2 + x2
=

∫ ∞

−∞
Py(x)dx (3.24)

因此这也可以看作平面上 Poisson核的归一化问题.
考虑上半平面 C+ − {i}上的全纯函数

f(z) =
1

1 + z2
=

1

(z − i)(z + i)
, (3.25)

由于 i均为 f 的一阶极点，计算可得

Res(f, i) =
1

2i
, (3.26)

作半圆围道 γR，由留数公式可得 ∫
γR

f(z)dz =
2πi

2i
= π (3.27)

并且 f 在圆周部分 C+
R 上的积分有 ∣∣∣∣∣

∫
C+

R

f(z)dz

∣∣∣∣∣ ⩽ πR
B

R2
⩽ M

R
(3.28)

这是因为当 z ∈ C+
R 时 |f(z)| ⩽ B/|z|2，令 R→ ∞得证.

图 3.1: 半圆围道

例 3.2证明对任意 0 < a < 1有

I =

∫ ∞

−∞

eax

1 + ex
dx =

π

sinπa
. (3.29)

考虑函数

f(z) =
eaz

1 + ez
, (3.30)

其极点为 (2k + 1)πi，考虑以 πi为中心的矩形围道 γR

图 3.2: 矩形围道

根据留数公式有 ∫
γR

f(z)dz = 2πiRes(f, πi) (3.31)

= 2πi lim
z→πi

(z − πi)f(z) = 2πi lim
z→πi

eaz
z − πi

ez − eπi
(3.32)
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3.2 留数公式

= −2πieaπi (3.33)

再考虑各边的积分，记实轴部分的积分

IR =

∫ R

−R

f(x)dx, (3.34)

则上边积分为 ∫ −R

R

f(x+ 2πi)dx = −e2πiaIR (3.35)

记右边为 AR = {R+ it : 0 ⩽ t ⩽ 2π}，则∣∣∣∣∫
AR

f(z)dz

∣∣∣∣ ⩽ ∫ 2π

0

∣∣∣∣∣ ea(R+it)

1 + eR+it

∣∣∣∣∣ dt ⩽ Ce(a−1)R (3.36)

由于 a < 1，因此当 R→ ∞时上式趋于 0，f 在左边的积分同理，此时

I − e2πiaI = −2πieaπi (3.37)

I = −2πi
eaπi

1− e2πia
(3.38)

=
2πi

eπia − e−πia
(3.39)

=
π

sinπa
(3.40)

得证.
例 3.3证明 Fourier变换 ∫ ∞

−∞

e−2πixξ

coshπx
dx =

1

coshπξ
. (3.41)

其中 cosh z = (ez + e−z)/2.
上面的性质说明函数 1/ coshπx的 Fourier变换就是自身，这与 e−πx2

的情形相同.
固定 ξ ∈ R，考虑函数

f(z) =
e−2πizξ

coshπz
, (3.42)

图 3.3: 矩形围道

它在与上例相同的矩形围道中的极点为 α = i/2, β = 3i/2.计算留数可得（注意 α = i/2）

Res(f, α) = lim
z→α

e−2πizξ 2(z − α)

eπz + e−πz
(3.43)

= lim
z→α

e−2πizξ+πz 2(z − α)

e2πz − e2πα
(3.44)

= 2e−2πiαξ+πα 1

2πe2πα
(3.45)

=
πi

eπξ
(3.46)
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3.3 奇点与亚纯函数

同理也有 Res(f, β) = −e3πξ/(πi)，因此∫
γR

f(z)dz = 2(eπξ − e3πξ). (3.47)

下面考虑各边上的积分，设 z = R+ iy, 0 ⩽ y ⩽ 2，则

|e−2πizξ| = e2πyξ ⩽ e4π|ξ| (3.48)

| coshπz| =
∣∣∣∣eπz + e−πz

2

∣∣∣∣ (3.49)

⩾ 1

2

∣∣|eπz| − |e−πz|
∣∣ (3.50)

⩾ 1

2
(eπR − e−πR) → ∞ (3.51)

这说明 f 在左右两边的积分在 R→ ∞时趋于 0.若设实轴部分积分为 IR，则上边积分为 −e4πξI，因此

I =
2(eπξ − e3πξ)

1− e4πξ
=

2(eπξ − e−πξ)

e2πξ − e−2πξ
=

2

eπξ + e−πξ
=

1

coshπξ
, (3.52)

得证.该命题还有一个推广形式：∫ ∞

−∞
e−2πixξ sinπa

coshπx+ cosπa
dx =

2 sinh 2πaξ

sinh 2πξ
. (3.53)

其中 0 < a < 1，前面证明的是 a = 1/2的形式.

3.3 奇点与亚纯函数
在前面的小节中我们主要讨论了极点，本节讨论其它两种奇点.首先给出一个关于可去奇点的定理.

定理 3.4 (Riemann可去奇点定理)

♥
设 f 在开集 Ω− {z0}全纯，在 Ω− {z0}有界，则 z0 为可去奇点.

证明 由于奇点类型为局部性质，因此可以考虑以 z0 为圆心的圆盘 D ⊂ Ω，C 表示其边界，考虑如图双锁孔围
道

图 3.4: 双锁孔围道

根据 Cauchy定理可知 f(ζ)/(ζ − z)的积分满足∫
C

f(ζ)

ζ − z
dζ +

∫
γε

f(ζ)

ζ − z
dζ +

∫
γ′
ε

f(ζ)

ζ − z
dζ = 0 (3.54)

其中 γε, γ
′
ε 分别为以 z, z0 为圆心，半径 ε的负定向圆周，则∫

γε

f(ζ)

ζ − z
dζ = −2πif(z), (3.55)
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3.3 奇点与亚纯函数

并且根据 f 的有界性可知 ∣∣∣∣∣
∫
γ′
ε

f(ζ)

ζ − z
dz

∣∣∣∣∣ ⩽ Cε (3.56)

因此令 ε→ 0就有

f(z) =
1

2πi

∫
C

f(ζ)

ζ − z
dζ. (3.57)

上式对任意 z ∈ D, z 6= z0 成立.令 ζ = z0 +Re2πis，则

1

2πi

∫
C

f(ζ)

ζ − z
dζ =

∫ 1

0

f(z0 +Re2πis)

(z0 +Re2πis)− z
Rsds :=

∫ 1

0

F (z, s)ds (3.58)

对任意 s，F (z, s)关于 z 在 D中全纯，并且在 D × [0, 1]连续，因此由该积分定义的函数在 D上全纯，并
且它在 D中所有 z 6= z0 的点取值为 f(z)，这实际上给出了 f 的一个扩张，即 z0 为可去奇点.
借助 Riemann定理，可以给出一个关于极点的刻画，它与函数在一点领域的性质有关.

推论 3.4

♥

设 z0 为 f 的孤立奇点，则 z0 为极点当且仅当

lim
z→z0

|f(z)| = ∞. (3.59)

证明 若 z0 为极点，结论显然成立.反之若满足上述等式，显然 z0 不是本性奇点，并且 1/f 在 z0 附近有界，故
z0 为 1/f 的可去奇点，而 limz→z0 1/f(z) = 0，因此 z0 是 1/f 的零点，也是 f 的极点.
最后讨论本性奇点，除前两者外的奇点均称为本性奇点.仿照对可去奇点、极点的讨论，下述定理表明本性

奇点也可由 f 的局部性质刻画.

定理 3.5 (Casorati-Weierstrass定理)

♥
设 f 在穿孔圆盘 Dr(z0)− {z0}全纯，并且 z0 为其本性奇点，则 Dr(z0)− {z0}在 f 下的像在 C中稠密.

证明 若不然，则存在 w ∈ C, δ > 0，使得对任意 z ∈ Dr(z0)− {z0}都有

|f(z)− w| > δ, (3.60)

由此可定义 Dr(z0)− {z0}上的函数

g(z) =
1

f(z)− w
, (3.61)

其模在穿孔圆盘上有界 1/δ，由此根据 Riemann定理，g在 z0 处有可去奇点.若 g(z0) 6= 0，则 f(z)− w在
z0处全纯，与本性奇点矛盾；若 g(z0) = 0，则 z0是 f(z0)−w的极点，也与本性奇点矛盾，因此一开始的假定
不成立，得证.
在上述定理的假设下，Picard给出过一个更强的版本，称为 Picard大定理，指出对任意 A ∈ C，f 会无穷次

取到 A，并且至多有一个例外值.在此暂不讨论.
下面考虑一类仅有极点的函数，称为亚纯函数.

定义 3.3 (亚纯函数)

♣

称 f 为开集 Ω中的亚纯函数，若存在无极限点的点列 {z0, z1, · · · } ⊂ Ω，使得
1. f 的极点均在该点列中.
2. f 在 Ω− {z0, z1, · · · }全纯.

设 f 在任意大圆盘都全纯，则可以讨论无穷远点（扩充复平面）的奇性.作变换 F (z) = f(1/z)，则此时 F

在原点附近的穿孔圆盘中全纯，此时 0为 F 的何种奇点，则称∞为 f 的何种奇点.在此基础上，称复平面中的
亚纯函数 f 在扩充复平面亚纯，若无穷远点是 f 的极点.
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3.4 辐角原理及应用

定理 3.6

♥扩充复平面上的亚纯函数是有理函数.

证明 设 f 为扩充复平面上的亚纯函数，则 0是 f(1/z)的可去奇点或极点，但不论如何 f(1/z)都在原点的某个
去心邻域上全纯，这说明 f 仅有限个极点，设为 z1, · · · , zn.下面的思路是将 f 的主要部分减去，对每个 zk ∈ C
可分解

f(z) = fk(z) + gk(z), (3.62)

其中 fk, gk 分别为 f 在 zk 附近的主要、全纯部分，特别地，fk 是关于 1/(z − zk)的多项式，类似也有

f(1/z) = f̃∞(z) + g̃∞(z) (3.63)

二者分别为 f(1/z)在 0附近的主要、全纯部分，前者是 1/z的多项式，再令 f∞(z) = f̃∞(1/z).由此可知函
数

H = f − f∞ −
n∑

k=1

fk (3.64)

是有界整函数（因为每个 zk 都是H 的可去奇点），根据 Liouville定理可知H 为常数，因此 f 为有理函数.

Riemann球面

对于扩充复平面，可以通过球极投影将其一一对应到一个球面上

图 3.5: 球极投影

在三维直角坐标系中，设 xOy平面为复平面 C，S2为球面 x2 + y2 + z2 = 1，设北极点N = (0, 0, 1)，则对
任一点 w ∈ C，其与 N 的连线（只直线）与球面交于异于 N 的唯一一点W，由此可以建立一个对应

w 7−→W (3.65)

若设 w = x+ iy,W = (X,Y, Z)，则通过计算可得

x =
X

1− Z
, y =

Y

1− Z
, (3.66)

以及

X =
x

x2 + y2 + z
, Y =

y

x2 + y2 + 1
, Z =

x2 + y2

x2 + y2 + 1
(3.67)

特别的，N 恰好对应到无穷远点 ∞，如果仅考虑复平面，也可得到 S2 − {N} ∼= C. 这时的球面 S2 称为
Riemann球面，这时扩充复平面上的亚纯函数就可以看作 S2到自身的映射，这时无穷远点变成了与其它点别无
二致的北极点 N .总之，Riemann球面给出了扩充复平面的一个同胚，更直观展示了其几何结构.
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3.4 辐角原理及应用

3.4 辐角原理及应用
在正式定义复对数前，先借助对数的概念讨论辐角原理.复值函数 f(z)的对数为

log f(z) = log |f(z)|+ i arg f(z) (3.68)

前者为一个关于模长的实值函数，后者则由 f 的辐角决定，辐角的多值性使得复对数是多值函数，但不论
如何，其导数均为 f ′(z)/f(z)，这是一个单值函数.积分∫

γ

f ′(z)

f(z)
dz (3.69)

在 z行遍 γ 时，上面的积分体现了 f 的辐角的变化，如果 γ 为闭曲线，则辐角原理指出：这种变化由 γ 内
部的零点与极点完全决定.
计算可知 Ä∏N

k=1 fk
ä′∏N

k=1 fk
=

N∑
k=1

f ′k
fk

(3.70)

设 f 全纯，并且有 n重零点 z0，则令 f(z) = (z − z0)
ng(z)，其中 g 在 z0 的邻域内无零点，则根据上述性

质有
f ′(z)

f(z)
=

n

z − z0
+
g′(z)

g(z)
=

n

z − z0
+G(z), (3.71)

而 G 恰好是全纯函数，故此时 z0 恰好为 f ′/f 的极点，且留数为 n. 类似的，若设 z0 为 f 的 n 重极点，
f(z) = (z − z0)

−nh(z)，则
f ′(z)

f(z)
=

−n
z − z0

+H(z) (3.72)

此时 z0 恰好为 f ′/f 的极点，且留数为 −n.
上面的分析指出，f 的极点、零点恰好为 f ′/f 的极点，且在对应点的留数由极点/零点的类型与重数决定，

因此积分后，根据留数定理可得如下结论

定理 3.7 (辐角原理)

♥

设 f 在一个包含圆周及其内部的开集 Ω亚纯，则若 f 在 C 上无极点、零点，则
1

2πi

∫
C

f ′(z)

f(z)
dz = #{C中的零点} −#{C中的极点} (3.73)

其中零点、极点均记重数.

推论 3.5

♥

在前述定理条件的基础上，设 φ在 Ω全纯，再设 z1, · · · , zs; p1, · · · , pt 为 f 的零点、极点（记重数），则

1

2πi

∫
C

φ(z)
f ′(z)

f(z)
dz =

s∑
k=1

φ(zk)−
t∑

k=1

φ(pk). (3.74)

推论 3.6

♥上述定理对简单围道同样成立.

下面考虑辐角原理的几个应用，证明三个定理：
1. Rouche原理：全纯函数可以添加一个全纯微扰项，使得在一定范围内的零点数量不变.
2. 开映射定理：全纯函数可以将开集映到开集.
3. 最大模原理：调和函数在某区域上的最大值只能在边界取到.

32



3.5 同伦与单连通性

定理 3.8 (Rouche定理)

♥

设 f, g在包含圆周 C 及其内部的开集 Ω亚纯，并且对任意 z ∈ C 都有 |f(z)| > |g(z)|，则 f, f + g在 C 内
部有相同数量的零点.

证明 设 t ∈ [0, 1]，定义 ft(z) = f(z) + tg(z)，则有 f0 = f, f1 = f + g，设 nt表示函数 ft在圆周 C 内部的零点
个数（记重数），根据 |f(z)| > |g(z)|, z ∈ C 可知 ft 在边界无零点，根据辐角原理有

nt =
1

2πi

∫
C

f ′t(z)

ft(z)
dz, (3.75)

为证明 nt实际上为常数，只需证明 nt对于 t连续（因为 nt取整数值）.因为 f ′t/ft对于 t ∈ [0, 1], z ∈ C 一
致连续，因此 nt 也连续，有 n0 = n1 得证.
下面证明一个几何上的结论，全纯函数在局部为开映射.

定义 3.4 (开映射)

♣设 f : A→ B，A,B 为拓扑空间，若 f 将 A中的开集映为 B 中的开集，则称 f 为开映射.

定理 3.9 (开映射定理)

♥设 f 在区域 Ω全纯且不为常数，则 f 为开映射.

证明 设 z0 ∈ Ω，w0 = f(z0)，只需证明对任意 ε > 0，存在 δ，使得圆盘 Bε(z0)的像包含 Bδ(w0)，也就是说对
任意与 w0 充分近的 w，w包含在 f 的像集中（即存在 z使得 f(z) = w）.令

g(z) = f(z)− w = (f(z)− w0) + (w0 − w) = F (z) +G(z) (3.76)

对任意 ε > 0（满足 Bε(z0) ⊂ Ω，并且在边界 C 有 f(z) 6= w0），取 δ > 0 使得对任意 z ∈ C 都有
|f(z)− w0| ⩾ δ，这时只要 |w − w0| < δ就有

|F (z)| = |f(z)− w0| > |w0 − w| = |G(z)|, (3.77)

根据 Rouche定理可知 g在 Bε(z0)中有与 f 相同数量零点（一个），得证.
最后证明最大模原理.

定理 3.10 (最大模原理)

♥设 f 为区域 Ω中的非常值全纯函数，则 f 不能在 Ω内部取最大值.

证明 假设 f 在 z0 ∈ Ω◦ 中取到最大值，D ⊂ Ω为以 z0 为中心的开圆盘，则根据开映射定理可知 f(D)为包含
f(z0)的开集，这说明某个 Br(f(z0)) ⊂ f(D)，也就是说存在 z ∈ D使得 |f(z)| > |f(z0)|，与 z0 处的最大性矛
盾.

推论 3.7

♥

设 Ω为区域，且有紧致闭包 Ω，若 f 在 Ω全纯，在 Ω连续，则

sup
z∈Ω

|f(z)| ⩽ sup
z∈∂Ω

|f(z)| (3.78)

3.5 同伦与单连通性
推广 Cauchy定理与分析多值函数的重点在于如何定义全纯函数的原函数.关于这一点需要引入拓扑学中同

伦的概念，并由此定义单连通性.
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定义 3.5 (同伦)

♣

设 α, β 为开集 Ω 中的两条曲线，且二者具有相同的起点、终点，若存在连续映射 F : [0, 1]2 → Ω 使得
F (s, 0) = α(s), F (s, 1) = β(s)，则称 α, β 同伦.

注换句话说，两曲线同伦当且仅当其中一条能连续变化为另一条.容易验证，同伦也是一种等价关系.

定理 3.11

♥

设 f 在 Ω中全纯，曲线 γ0, γ1 ⊂ Ω同伦，则∫
γ0

f(z)dz =

∫
γ1

f(z)dz. (3.79)

证明 我们的证明思路是，任何距离较近且有相同起终点的曲线，其上积分相同，而后将区间进行划分，使用这
一思想即得.
根据条件，存在连续映射 F : [0, 1]2 → Ω使得 F (s, 0) = γ0(s), F (s, 1) = γ1(s).由于 F 的像紧致，因此存在

ε > 0，使得任意 B3ε(z), z ∈ ImF 都在 Ω中（否则可以构造出两列点，一列收敛到 Ω，另一列收敛到 Ωc，并且
二者具有相同极限，矛盾）.

对于上面选取的 ε，根据 F 的一致收敛性，存在 δ > 0使得对任意 |t1 − t2| < δ有

sup
s∈[0,1]

|F (s, t1)− F (s, t2)| < ε, (3.80)

固定 |t1−t2| < δ，根据H-B定理，可以选取半径 2ε的圆盘 {D0, · · · , Dn}覆盖 γt1 , γt2，取点列 {z1, · · · , zn+1} ⊂
γt1 , {w1, · · · , wn+1} ⊂ γt2，并且

zi, zi+1, wi, wi+1 ∈ Di, (3.81)

再选择 z0 = w0, zn+1 = wn+1 分别作为起点与终点，如下图所示

图 3.6: 覆盖圆盘

在每个圆盘 Di 中，令 Fi 表示 f 的原函数（根据引理2.1），在相邻圆盘的相交部分它们是同一个函数的不
同原函数，因此相差一个常数 ci，因此

Fi+1(zi+1)− Fi(zi+1) = Fi+1(wi+1)− Fi(wi+1), (3.82)

Fi+1(zi+1)− Fi+1(wi+1) = Fi(zi+1)− Fi(wi+1) (3.83)

这说明 ∫
Ft1

f −
∫
Ft2

f =

n∑
i=0

[Fi(zi+1)− Fi(zi)]−
n∑

i=0

[Fi(wi+1)− Fi(wi)] (3.84)
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3.6 复对数

=

n∑
i=0

[Fi(zi+1)− Fi(wi+1)]−
n∑

i=0

[Fi(zi)− Fi(wi)] (3.85)

= [Fn(zn+1)− Fn(wn+1)]− [F0(z0)− F0(w0)] = 0 (3.86)

将 [0, 1]分成 [ti, ti+1]的并，并且每段长度小于 δ，应用上述结论即证.
上面的记号有些混乱（同伦映射与原函数），日后再改.

定义 3.6 (单连通性)

♣称区域 Ω是单连通的，若其中任意两条同起点、终点的曲线都同伦.

定理 3.12

♥单连通区域上的全纯函数有原函数.

证明 固定 z0 ∈ Ω，设 γ 为连接 z0 与 z ∈ Ω的曲线，则定义

F (z) =

∫
γ

f(w)dw (3.87)

Ω的单连通性保证了上述定义与 z0, z之间曲线的选取无关（它们都是同伦的，或者说处于一个同伦等价类）
.记 η为连接 z, z + h的曲线，则

F (z + h)− F (z) =

∫
η

f(w)dw, (3.88)

利用第二章中类似的过程可得

lim
h→0

F (z + h)− F (z)

h
= f(z). (3.89)

由此可以得到推广的 Cauchy定理.

推论 3.8

♥

设 f 为单连通区域 Ω上的全纯函数，γ 为 Ω中的闭曲线，则∫
γ

f(z)dz = 0. (3.90)

单连通也可以理解为“任何环道都能连续收缩到一点”，一个不单连通的例子就是 C− {0}，而其上的函数
1/z也则显然不满足上面的定理，因为其绕单位圆周积分为 2πi.

3.6 复对数
本节主要目的在于将对数推广到复平面 C − {0}，若设 z = eiθ，则一个很自然的观点是定义对数为指数函

数的反函数

log z = ln r + iθ. (3.91)

但这种定义的最大问题在于指数的周期性，即 eiθ = ei(θ+2kπ)，对于 z ∈ C − {0}，使之绕原点逆时针旋转
一周，那么 z值不变，但对数值改变了 2πi，这说明不可能全局地定义对数函数.

但如果考虑局部，那么定义对数是可能的，比如限制−π < θ < π，则可以定义出无歧义的对数，这时的“局
部”实际上是 C−R⩽0.这种做法称为取多值函数的一支，借助上一节讨论的单连通性，可以更一般地讨论这一
事实.

定理 3.13
设 Ω为单连通区域，1 ∈ Ω, 0 /∈ Ω，则在 Ω中有一支函数 F (z) = logΩ(z)满足：

1. F 在 Ω中全纯.

35



3.6 复对数

♥

2. 对任意 z ∈ Ω成立 eF (z) = z.
3. 对于 1附近的实数 r，有 F (r) = ln r.

证明 易知 f(z) = 1/z在 Ω中全纯，因此可以定义

logΩ(z) = F (z) =

∫
γ

f(w)dw, (3.92)

其中 γ ⊂ Ω连接 1, z两点.根据 Ω的单连通性，这样的定义是良好的，并且 F 在 Ω全纯，F ′(z) = 1/z，这
就证明了 1.

考虑 2，只需要证明 ze−F (z) = 1，对左式求导可得
d

dz
(ze−F (z)) = e−F (z) − zF ′(z)e−F (z) = (1− zF ′(z))e−F (z) = 0, (3.93)

因此 ze−F (z) 为常值，取 z = 1可知 ze−F (z) = 1.
最后，对于 1附近的 r，设 γ 为连接 1, r的线段，则

F (r) =

∫ r

1

dx

x
= ln r, (3.94)

得证.
特别的，在区域 Ω = C− R⩽0 上可以定义对数的主要分支

log z = ln r + iθ, (3.95)

其中 z = reiθ，|θ| < π.为证明上式，只需要先后沿线段、圆弧积分可得

log z =

∫ r

1

dx

x
+

∫
η

dw

w
(3.96)

= ln r +

∫ θ

0

ireit

reit
dt (3.97)

= ln r + iθ (3.98)

图 3.7: 积分路径

值得注意的是，这时的对数函数并不满足实对数的一些性质，比如

log(z1z2) 6= log z1 + log z2, (3.99)

考虑 z1 = z2 = e2πi/3，z1z2 = e−2πi/3，但是

log(z1z2) = −2πi

3
, log z1 + log z2 =

2πi

3
, (3.100)

不过稍作修正，可知该公式在辐角取代表元 (−π, π)时依旧成立.
上面定义的主要分支还有一些良好的性质，比如在一定范围内可以展开为 Taylor级数

log(1 + z) = z − z2

2
+
z3

3
− · · · = −

∞∑
n=1

(−z)n

n
, |z| < 1 (3.101)
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3.7 Fourier级数与调和函数

在实数中，有 xn = en ln x 的等式，因此在定义复对数后，可以紧接着定义复幂

zα = eα log z, (3.102)

每个非 0复数 w可以写作 w = ez 的形式，这种特性可以推广到函数上.

定理 3.14

♥

若 f 6= 0为单连通区域 Ω中的全纯函数，则存在 Ω上的全纯函数 g满足

f(z) = eg(z). (3.103)

注这里的函数 g(z)可以理解为取某一支的 log f(z).
证明 固定 z0 ∈ Ω，考虑函数

g(z) =

∫
γ

f ′(w)

f(w)
dw = c0, (3.104)

其中 γ 连接 z0, z两点，c0 = log f(z0)，可得 g全纯，且 g′(z) = f ′(z)/f(z)，讨论函数 f(z)e−g(z) 可证.

3.7 Fourier级数与调和函数
下一章我们将讨论复变函数理论与实直线上 Fourier分析的联系，本节作为预热，先讨论圆上的 Fourier级

数与全纯函数的幂级数展开之间的联系.
设 f 在圆盘 DR(z0)全纯，则 f 在圆盘中有收敛的幂级数展开

f(z) =

∞∑
n=0

an(z − z0)
n, (3.105)

显然的，其中各项系数可以通过求导得到，但借助 Cauchy积分公式——微分与积分之间的联系，可以得到
其积分形式.

定理 3.15

♥

设 f 如上定义，则其幂级数展开的各项系数为

an =
1

2πrn

∫ 2π

0

f(z0 + reiθ)e−inθdθ, (3.106)

进一步，对任意 n < 0有

0 =
1

2πrn

∫ 2π

0

f(z0 + reiθ)r−inθdθ. (3.107)

证明 由于 an = f (n)(z0)/n!，因此根据 Cauchy积分公式有

an =
1

2πi

∫
γ

f(ζ)

(ζ − z0)n+1
dζ, (3.108)

其中 γ 为以 z0 为中心，半径 0 < r < R的圆周.令 ζ = z0 + reiθ 就有

an =
1

2πi

∫ 2π

0

f(z0 + reiθ)

rn+1ei(n+1)θ
rieiθdθ (3.109)

=
1

2πrn

∫ 2π

0

f(z0 + reiθ)e−inθdθ (3.110)

对于 n < 0,−n− 1 ⩾ 0的情形，由于

1

2πrn

∫ 2π

0

f(z0 + reiθ)e−inθdθ =
1

2πi

∫
γ

f(ζ)(ζ − z0)
−n−1dζ (3.111)

而右边为全纯函数的积分，因此上式为 0.
上面的结果说明，f(z0 + reiθ)在固定圆周 Br(z0)上的 Fourier系数的正项（n ⩾ 0）与 f(z)在 z0 处 Taylor

级数系数仅差一个倍数 rn，而负项均为 0.由此可以导出全纯函数一个非常重要的性质：平均值性质.
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3.7 Fourier级数与调和函数

推论 3.9 (平均值性质)

♥

设 f 在圆盘 DR(z0)全纯，则对任意 0 < r < R都有

f(z0) =
1

2π

∫ 2π

0

f(z0 + reiθ)dθ, (3.112)

证明 由于 a0 = f(z0)，因此在上述定理中令 n = 0得证.
如果对两边同时取实部，可以得到一个调和函数的相同结论.

推论 3.10

♥

设 f 在圆盘 DR(z0)全纯，u = Ref，则对任意 0 < r < R都有

u(z0) =
1

2π

∫ 2π

0

u(z0 + reiθ)dθ, (3.113)
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第 4章 Fourier变换

对于在 R中满足良好性质的函数 f（衰减性等），可以定义 Fourier变换以及 Fourier逆变换为

f̂(ξ) =

∫
R
f(x)e−2πixξdx, (4.1)

f(x) =

∫
R
f̂(ξ)e−2πixξdξ, (4.2)

对于高维情形，也可类似定义.本章重点在于讨论一维 Fourier分析与复分析之间的关系：函数的解析性与
其衰减性之间存在联系.

4.1 函数类 F

在过去讨论 Fourier变换时，我们曾提出过一个非常弱的衰减条件：适度衰减（moderate decreae），即满足

|f(x)| ⩽ A

1 + x2
, |f̂(ξ)| ⩽ A′

1 + ξ2
, (4.3)

本节提出一类函数，它满足推广的适度衰减性，以及后面将讨论的诸多性质.

定义 4.1 (函数类 F)

♣

设 a > 0，定义 Fa 为满足如下条件的函数的全体：
1. f 在水平条带 Sa = {z ∈ C : |Im z| < a}上全纯.
2. 存在 A > 0，使得

|f(x+ iy)| ⩽ A

1 + x2
, x+ iy ∈ Sa. (4.4)

注事实上，定义中的 A/(1 + x2)可以替换为对任意的 ε > 0，A/(1 + |x|1+ε).
换句话说，F包含水平条带 Sa中全纯，且关于 y = Im z有“一致适度衰减”性质的函数.例如对任意 a > 0，

f(z) = e−πz2 ∈ Fa，类似可验证

f(z) =
1

π

c

c2 + z2
(4.5)

有 f ∈ Fa（0 < a < c，因为它在 ±ci处有极点）.还有一个例子是

f(z) =
1

cosh(πz)
, (4.6)

上一节中证明过其 Fourier变换为自身，它也在 Fa中（|a| < 1/2）.利用 Cauchy积分公式，可以得到如下命
题.

命题 4.1

♠若全纯函数 f ∈ Fa，则其任意阶导数 f (n) ∈ Fb，0 < b < a.

证明 全纯是显然的. 由于 f 在 |Rez| ⩽ 2 部分有界，故仅需考虑其余部分，对任意 z0 = x + iy ∈ Fb，存在
r = min{a− b, 2/3}使得 Cr(z0) ⊂ Fb，根据 Cauchy不等式可得

|f (n)(z0)| ⩽
n!||f ||
rn

⩽ n!

rn
A

1 + (|z| − r)2
⩽ 2An!

rn
1

1 + |z|2
⩽ An

1 + x2
(4.7)

得证.

4.2 F中的 Fourier变换
本节证明 F中的三条定理，包括 Fourier逆变换的合理性、Poisson求和公式，它们的核心方法都是围道积分.



4.2 F中的 Fourier变换

定理 4.1

♥
若 f ∈ Fa，则对任意 0 ⩽ b < a都有 |f̂(ξ)| ⩽ Be−2πb|ξ|.

证明 根据定义

f̂(ξ) =

∫
R
f(x)e−2πixξdx, (4.8)

当 b = 0时，根据 f 的适度衰减性可知其无穷积分收敛，即 f̂ 有界.若 0 < b < a，则先设 ξ > 0，g(z) =
f(z)e−2πizξ，考虑如下围道

图 4.1: ξ > 0时的围道

利用 f ∈ Fa，在左边积分可得∣∣∣∣∣
∫ −R

−R−ib

g(z)dz

∣∣∣∣∣ ⩽
∫ b

0

|f(−R− it)e−2πi(−R−it)ξ|dt (4.9)

⩽
∫ b

0

A

R2
e−2πtξdt (4.10)

= O(1/R2) (4.11)

右边同理，这说明 R→ ∞时围道左右两边的积分趋于 0，根据 Cauchy定理以及 f ∈ Fa 可得

f̂(ξ) =

∫
R
f(x− ib)e−2πi(x−ib)ξdx (4.12)

|f̂(ξ)| ⩽
∫
R

A

1 + x2
e−2πbξ (4.13)

⩽ Be−2πbξdx, (4.14)

对于 ξ < 0的情形，取与上述对称的围道可进行类似处理.
这说明若 f ∈ F，则 f̂ 在远处衰减非常快，并且当 a尽可能大时，可以选择 b尽可能大，使得 f̂ 的衰减更快.

特别地，这里也给出了一个“平移引理”.第三节中将进一步利用这种观点，给出一类最好的衰减性质：紧支集.
根据 f̂ 的衰减性，容易猜测其 Fourier逆变换也成立，其实数版本已经证明过.首先考虑一个小引理.

引理 4.1

♥

设 A > 0, B ∈ R，则 ∫ ∞

0

e−(A+iB)ξdξ =
1

A+ iB
. (4.15)

证明 由于 A > 0，|e−(A+iB)ξ| ⩽ e−Aξ，因此积分收敛，直接计算可得（可以理解为存在原函数）∫ ∞

0

e−(A+iB)ξdξ =

ñ
−e

−(A+iB)ξ

A+ iB

ôR
0

=
1

A+ iB
. (4.16)
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4.2 F中的 Fourier变换

定理 4.2

♥

设 f ∈ F，则其 Fourier逆变换成立，即

f(x) =

∫
R
f̂(ξ)e2πixξdξ, x ∈ R (4.17)

证明 ∫
R
f̂(ξ)e2πixξdξ =

∫ 0

−∞
f̂(ξ)e2πixξdξ +

∫ ∞

0

f̂(ξ)e2πixξdξ (4.18)

设 f ∈ Fa，则取 0 < b < a，由定理4.1可得

f̂(ξ) =

∫ ∞

−∞
f(u− ib)e−2πi(u−ib)ξdu (4.19)

因此 ∫ ∞

0

f̂(ξ)e2πixξdξ =

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
f(u− ib)e−2πi(u−ib)ξe2πixξdudξ (4.20)

=

∫ ∞

−∞
f(u− ib)

∫ ∞

0

e−2π(b+i(u−x))ξdξdu (4.21)

=

∫ ∞

−∞
f(u− ib)

1

2πb+ 2πi(u− x)
du (4.22)

=
1

2πi

∫ ∞

−∞

f(u− ib)

u− ib− x
du (4.23)

=
1

2πi

∫
L1

f(ζ)

ζ − x
dζ (4.24)

其中 L1 为水平直线 {u− ib : u ∈ R}，同理可得∫ 0

−∞
f̂(ξ)e2πixξdξ = − 1

2πi

∫
L2

f(ζ)

ζ − x
dζ (4.25)

其中 L2 为水平直线 {u+ ib : u ∈ R}，则对于 x ∈ R，考虑如下矩形围道

图 4.2: 矩形围道

由于 f(ζ)/(ζ − x)在 x处有简单极点，根据留数定理可得

f(x) =
1

2πi

∫
γR

f(ζ)

ζ − x
dζ (4.26)

当 R→ ∞时，左右两边的积分趋于 0，因此

f(x) =
1

2πi

∫
L1

− 1

2πi

∫
L2

=

∫ ∞

−∞
f̂(ξ)e2πixξdξ. (4.27)

最后一个定理是 Poisson求和公式的推广.
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4.2 F中的 Fourier变换

定理 4.3 (Poisson求和公式)

♥

设 f ∈ F，则 ∑
n∈Z

f(n) =
∑
n∈Z

f̂(n). (4.28)

证明 设 f ∈ Fa，取 0 < b < a，则由于函数 f(z)/(e2πiz − 1)在整数 n处有简单极点，计算留数为 f(n)/2πi，则
考虑如下围道

图 4.3: 矩形围道

应用留数公式可得 ∑
|n|⩽N

f(n) =

∫
γN

f(z)

e2πiz − 1
dz (4.29)

当 N → ∞时，根据 f 的适度衰减性可知右式收敛到
∑

n∈Z f(n)，此时∑
n∈Z

f(n) =

∫
L1

f(z)

e2πiz − 1
dz −

∫
L2

f(z)

e2πiz − 1
dz (4.30)

由于几何级数满足

1

w − 1
= w−1

∞∑
n=0

w−n, |w| > 1 (4.31)

1

w − 1
= −

∞∑
n=0

w−n, |w| < 1 (4.32)

因此

1

e2πiz − 1
= e−2πiz

∞∑
n=0

e−2πinz, z ∈ L1 = R− ib (4.33)

1

e2πiz − 1
= −

∞∑
n=0

e2πinz, z ∈ L2 = R+ ib (4.34)

利用上述等式计算可得∑
n∈Z

f(n) =

∫
L1

f(z)

(
e−2πiz

∞∑
n=0

e−2πinz

)
dz +

∫
L2

f(z)

( ∞∑
n=0

e2πinz

)
dz (4.35)

=

∞∑
n=0

∫
L1

f(z)e−2πi(n+1)zdz +

∞∑
n=0

∫
L2

f(z)e2πinzdz (4.36)

=

∞∑
n=0

∫ ∞

−∞
f(x)e−2πi(n+1)xdx+

∞∑
n=0

∫ ∞

−∞
f(x)e2πinxdx (4.37)
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4.3 Paley-Wiener定理

=

∞∑
n=0

f̂(n+ 1) +

∞∑
n=0

f̂(−n) (4.38)

=
∑
n∈Z

f̂(n). (4.39)

上面用到了定理4.1中积分的“平移”性质.
下面讨论一些 Poisson求和公式的应用.

例 4.1已知 ∫ ∞

−∞
e−πx2

e−2πixξdx = e−πξ2 , (4.40)

则对于 t > 0，a ∈ R，作换元 x 7→ t1/2(x+ a)可得

f(x) = e−πt(x+a)2 , f̂(ξ) = t−1/2e−πξ2/te2πiaξ, (4.41)

借助 Poisson求和公式可得
∞∑

n=−∞
e−πt(n+a)2 =

∞∑
n=−∞

t−1/2e−πn2/te2πina. (4.42)

上面的等式蕴含了 Theta函数的一条性质，定义

θ(t) =

∞∑
n=−∞

e−πn2t, (4.43)

则

θ(t) = t−1/2θ(1/t), t > 0. (4.44)

例 4.2此外，由于 ∫ ∞

−∞

e−2πixξ

coshπx
=

1

coshπx
, (4.45)

则对于 t > 0，a ∈ R，根据 Fourier变换将旋转变为平移的性质，可得

f(x) =
e−2πiax

cosh(πx/t)
, f̂(ξ) =

t

cosh(π(ξ + a)t)
, (4.46)

因此借助 Poisson求和公式有
∞∑

n=−∞

e−2πian

cosh(πn/t)
=

∞∑
n=−∞

t

cosh(π(n+ a)t)
(4.47)

上面的两个例子会在后面几章中用到.

4.3 Paley-Wiener定理
本节改变一些思路，从衰减性入手，考虑函数与其 Fourier变换之间的关系.

定理 4.4

♥

设 f̂ 满足衰减条件 |f̂(ξ)| ⩽ Ae−2πa|ξ|，则 f(x)是一个在任意条带 Sb = {z ∈ C : |Im z| < b}中全纯的函
数 f(z)在 R上的限制，0 < b < a.

证明 设

fn(z) =

∫ n

−n

f̂(ξ)e2πiξzdξ, (4.48)

则 fn 为整函数，若定义（级数绝对收敛）

f(z) =

∫ ∞

−∞
f̂(ξ)e2πiξzdξ, z ∈ Sa, (4.49)
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4.3 Paley-Wiener定理

则

|f(z)− fn(z)| ⩽ A

∫
|ξ|⩾n

e−2πa|ξ|e2πb|ξ| → 0 (4.50)

即 {fn}绝对收敛到 f，因此 f 为全纯函数，得证.
借助上述定理以及引理2.2可得推论

推论 4.1

♥
若 f̂(ξ) = O(e−2πa|ξ|), a > 0，并且 f 在一个非空开区间为 0，则 f = 0.

P-W定理给出了上述定理更进一步的结论，将 f 的解析性与其 Fourier变换的支集联系起来.

定理 4.5 (Paley-Wiener定理)

♥

设 f 在 R上连续且适度衰减，则当且仅当 f̂ 在区间 [−M,M ]中支撑时，f 可以延拓为 C上的整函数，并
且 |f(z)| ⩽ Ae2πM |z|

证明 假设 supp f̂ ⊂ [−M,M ]，此时 Fourier逆变换公式为

f(x) =

∫ M

−M

f̂(ξ)e2πiξxdξ, (4.51)

因此可以考虑全纯函数

g(z) =

∫ M

−M

f̂(ξ)e2πiξzdξ, (4.52)

则 f 为 g在 R中的限制，设 z = x+ iy则

|g(z)| ⩽
∫ M

−M

|f̂(ξ)|e−2πξydξ ⩽ Ae2πM |z| (4.53)

反过来的证明需要多花一些力气，上面的推理实际上说明 supp f̂ ⊂ [−M,M ]就能推出 |f(z)| ⩽ Ae2πM |y|，
这个结论有助于我们逐步接近定理.

Step 1.假设 f 在 C中全纯，并且满足衰减条件

|f(x+ iy)| ⩽ A′ e
2πM |y|

1 + x2
, (4.54)

下面证明在这种假设下，对任意 |ξ| > M 都有 f̂(ξ) = 0.不妨设 ξ > M > 0，借助此类积分的平移性质（4.1）
可得（y > 0）

f̂(ξ) =

∫ ∞

−∞
f(x)e−2πiξxdx =

∫ ∞

−∞
f(x− iy)e−2πiξ(x−iy)dx (4.55)

因此

|f̂(ξ)| ⩽ A′
∫ ∞

−∞

e2πMy−2πξy

1 + x2
dx ⩽ Ce−2πy(ξ−M) (4.56)

令 y → ∞，得证.
Step 2.假设 f 全纯，满足比 Step 1更弱的衰减条件

|f(x+ iy)| ⩽ Ae2πM |y|, (4.57)

假设 ξ > M > 0，考虑如下辅助函数

fε(z) =
f(z)

(1 + iεz)2
, (4.58)

其中因子 1/(1 + iεz)2 在下半平面的模长不超过 1，并且计算可得

|f̂ε(ξ)− f̂(ξ)| ⩽
∫ ∞

−∞
|f(x)|

∣∣∣∣ 1

(1 + iεx)2
− 1

∣∣∣∣ dx (4.59)

44



4.3 Paley-Wiener定理

根据 f 的适度衰减性可知 f̂ε(ξ) → f̂(ξ).但对任意 ε有

|fε(x+ iy)| ⩽ A′′ e
2πM |y|

1 + x2
(4.60)

则由 Step 1中的结论可知 f̂ε(ξ) = 0，令 ε→ 0可得 f̂(ξ) = 0.
Step 3.最后，我们断言：若对任意 x ∈ R有 |f(x)| ⩽ 1，并且对任意 z ∈ C有 |f(z)| ⩽ e2πM |z|，则有

|f(x+ iy)| ⩽ e2πM |y|, (4.61)

由于 f(x)有界，因此可以通过伸缩变换满足上述条件，故得证.
下面来解决上述证明中的断言，考虑如下定理

定理 4.6 (Phragmen-Lindelof定理)

♥

设 F 在扇形区域 S = {z : −π/4 < arg z < π/4} 全纯，在 S 连续，在 ∂S 上有 |F (z)| ⩽ 1，并且存在
C, c > 0使得 |F (z)| ⩽ Cec|z|, z ∈ S，则对任意 z ∈ S 有 |F (z)| ⩽ 1.

事实上，P-L定理中的扇形可以旋转，因此考虑正方形区域 Q = {x+ iy : x > 0, y > 0}，令

F (z) = f(z)e2πiMz, (4.62)

若 |f(x)| ⩽ 1, |f(z)| ⩽ e2πM |z|，则 |F (z)| ⩽ Cec|z|，根据 P-L定理可得对任意 z ∈ Q有

|F (z)| ⩽ 1, |f(z)| ⩽ e2πMy, (4.63)

而对于其余三个正方形也可以作相同讨论，因此断言得证.
下面证明 P-L定理.

证明 对任意 ε > 0，令 Fε(z) = F (z)e−εz3/2

，这里的幂函数定义为对 z = reiθ, |θ| < π有 z3/2 = r3/2e3iθ/2，其中

|e−εz3/2

| = e−εr3/2 cos(3θ/2), (4.64)

对于 S 内的点，由于 |θ| < π/4得出 |3θ/2| < π/2，因此 cos(3θ/2)在 S 中恒为正.因此 Fε在 S 中全纯，并
且

|Fε(z)| ⩽ Cecr−εr3/2 cos(3θ/2) = Cer(c−εr1/2 cos(3θ/2)) (4.65)

说明 Fε 在 S 中当 z → ∞时衰减很快，即得 Fε 有界，下证对任意 z ∈ S 有 |Fε(z)| ⩽.定义

M = sup
z∈S

|Fε(z)|, (4.66)

设最大值在 w处取到，但根据前面的分析可知 w 6= ∞，进一步由最大模原理，w必定在 ∂S 中，但边界恒
有 |F (z)|, |e−εz3/2 | ⩽ 1，得证.
最后，令 ε→ 0，命题得证.
最后考虑 P-W定理的另一个版本，它刻画了对应 Fourier变换在负半轴为 0的函数的特性.

定理 4.7

♥

设 f, f̂ 适度衰减，则 f 可以被延拓为上半平面中的连续有界函数且在内部全纯，当且仅当对任意 ξ < 0

有 f̂(ξ) = 0.

证明 设 f̂(ξ) = 0, ξ < 0，则根据 Fourier逆变换公式可得

f(x) =

∫ ∞

0

f̂(ξ)e2πixξdξ, (4.67)

将其自然延拓，设 z = x+ iy, y ⩾ 0则有

|f(z)| ⩽ A

∫ ∞

0

dξ

1 + ξ2
<∞, (4.68)

即 f 有界，而 f 显然为
∫ n

0
的一致极限，因此 f 全纯.
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4.3 Paley-Wiener定理

反之，设 ε, δ > 0，考虑辅助函数

fε,δ(z) =
z + iδ

(1− iεz)2
, (4.69)

则 fε,δ 在下半平面中的某一区域全纯，根据 Cauchy定理可知对任意 ε < 0有 f̂ε,δ(ξ) = 0，而 f̂(ξ) = f̂0,0(ξ)，
故得证.

46



第 5章 整函数

本章讨论 C上的全纯函数——整函数的一些性质.

5.1 Jensen等式
本节约定记号 DR = DR(0), CR = CR(0).

定理 5.1 (Jensen)

♥

设开集 Ω包含一个闭圆盘DR，f 在 Ω中全纯，f(0) 6= 0，且 f 在 CR不为 0，若 z1, · · · , zN 表示 f 在DR

中的零点，则

ln |f(0)| =
N∑

k=1

ln

Å |zk|
R

ã
+

1

2π

∫ 2π

0

ln |f(Reiθ)|dθ. (5.1)

证明 首先根据对数 lnxy = lnx+ ln y的性质观察到：若 f1, f2 满足上述等式，则 f1f2 也满足这一等式，设

f(z) = (z − z1) · · · (z − zN )g(z), (5.2)

其中 g(z)为全纯函数且在 DR 中恒不为 0，下面分别证明 g(z)以及每个 z − zk 满足等式.首先证明

ln |g(0)| = 1

2π

∫ 2π

0

ln |g(Reiθ)|dθ, (5.3)

由于 g 6= 0，Ω单连通，因此存在 Ω上的全纯函数 h使得 g(z) = eh(z)，即得 |g(z)| = |eh(z)| = eRe(h(z))，因
此 ln |g(z)| = Re(h(z))，则根据调和函数的平均值性质有

ln |g(0)| = Re(h(0)) =
1

2π

∫ 2π

0

Re(h(Reiθ))dθ =
1

2π

∫ 2π

0

ln |g(Reiθ)|dθ, (5.4)

再证明对每个 z − zk 成立等式，实际上只需证

0 =
1

2π

∫ 2π

0

ln |eiθ − zk/R|dθ (5.5)

=
1

2π

∫ 2π

0

ln |eiθ − a|dθ, |a| < 1 (5.6)

=
1

2π

∫ 2π

0

ln |1− aeiθ|dθ, |a| < 1 (5.7)

考虑 F (z) = 1− az，则 F 在单位圆盘中不为 0，因此仿照对 g的讨论可知

1

2π

∫ 2π

0

ln |F (eiθ)|dθ = ln |F (0)| = 0 (5.8)

得证.
如果引入新的记号 n(r) = nf (r)表示在圆盘 Br 内函数的零点个数，则可以断言如下等式成立∫ R

0

n(r)
dr

r
=

1

2π

∫ 2π

0

ln |f(Reiθ)|dθ − ln |f(0)| (5.9)

上述等式将全纯函数的增长与其局部零点个数联系在了一起，这只需证明如下引理

引理 5.1

♥

设 z1, · · · , zN 为 f 在圆盘 DR 中的零点，则∫ R

0

n(r)
dr

r
=

N∑
k=1

ln

∣∣∣∣Rzk
∣∣∣∣ . (5.10)



5.2 有限阶函数

证明 根据对数的性质有
N∑

k=1

ln

∣∣∣∣Rzk
∣∣∣∣ = N∑

k=1

∫ R

|zk|

dr

r
, (5.11)

若定义示性函数

ηk(r) =

1, r > |zk|

0, r ⩽ |zk|
(5.12)

则显然有 n(r) =
∑N

k=1 ηk(r)，因此
N∑

k=1

∫ R

|zk|

dr

r
=

N∑
k=1

∫ R

0

ηk(r)
dr

r
=

∫ R

0

n(r)
dr

r
. (5.13)

得证.

5.2 有限阶函数

定义 5.1 (整函数的阶)

♣

设 f 为整函数，若存在 ρ > 0以及常数 A,B > 0使得对任意 z ∈ C有

|f(z)| ⩽ AeB|z|ρ , (5.14)

则称 f 有 ⩽ ρ的阶，定义 f 的阶为 ρf = inf ρ.

根据定义可知，函数 ez
2

的阶为 2.

定理 5.2

♥

设 f 为阶 ⩽ ρ的整函数，则
1. 存在 C > 0，使得对充分大的 r有 n(r) ⩽ Crρ.
2. 若 z1, z2, · · · 表示 f 的零点，且 zk 6= 0，则对任意 s > ρ有

∞∑
k=1

1

|zk|s
<∞. (5.15)

证明
1. 不妨设 f(0) 6= 0（否则考虑 F (z) = f(z)/zl，F (0) 6= 0，则二者的 n之间仅相差一个常数），则根据 Jensen
等式有 ∫ R

0

n(r)
dr

r
=

1

2π

∫ 2π

0

ln |f(Reiθ)|dθ − ln |f(0)|, (5.16)

取 R = 2r，则有不等式 ∫ 2r

r

n(x)
dx

x
⩽ 1

2π

∫ 2π

0

|f(Reiθ)|dθ − ln |f(0)| (5.17)

其中 ∫ 2r

r

n(x)
dx

x
⩾ n(r)

∫ 2r

r

dx

x
= r ln 2 (5.18)∫ 2π

0

ln |f(eiθ)|dθ ⩽
∫ 2π

0

ln |AeBRρ

|dθ ⩽ C ′rρ (5.19)

后者对充分大的 r成立，因此有 n(r) ⩽ Crρ.
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5.3 无穷乘积

2. 根据引理2.2，这里零点仅有限个在 D1 中，因此只需考虑 D1 外的零点，而∑
|zk|⩾1

|zk|−s =

∞∑
j=0

Ñ ∑
2j⩽|zk|<2j+1

|zk|−s

é
(5.20)

⩽
∞∑
j=0

2−js2j+1 (5.21)

⩽ c

∞∑
j=0

2−js2(j+1)ρ ⩽ c′
∞∑
j=0

2(ρ−s)j (5.22)

<∞ (5.23)

得证.
其中第二条在后面的章节中会用到，下面考虑上述定理的两个例子.

例 5.1设 f(z) = sinπz，则

f(z) =
eiπz − e−iπz

2i
, (5.24)

这说明 |f(z)| ⩽ eπ|z|，即 f 阶 ⩽ 1，而 f 在所有 n ∈ Z处取值为 0，因此对任意 s > 1都有∑
n ̸=0

1

|n|s
<∞, (5.25)

此即 Zeta函数的收敛性.
例 5.2设 f(z) = cos z1/2，且定义

cos z1/2 =

∞∑
n=0

(−1)n
zn

(2n)!
, (5.26)

因此 f 为整函数，且 |f(z)| ⩽ e|z|
1/2

，而 f 在所有 zn = ((n+ 1/2)π)2 处为 0，因此对任何 s > 1/2都有∑
n∈N

1

|zn|s
<∞. (5.27)

有一个自然的问题：给定序列 z1, z2, · · ·，是否存在一个整函数恰好以这些点为零点？一个必要条件是该序
列发散到无穷，否则由引理2.2可知这样的函数必然处处取 0.Weierstrass证明了只是这样的发散条件就可以精确
构造处所要的函数，一个自然的猜测是无穷乘积

(z − z1)(z − z2) · · · , (5.28)

如何考虑其收敛？如何保证其其收敛？这就是接着要讨论的问题.

5.3 无穷乘积
对于序列 {an : n ∈ N}，可以考虑其无穷乘积

∞∏
n=1

(1 + an) = lim
N→∞

(1 + an), (5.29)

若无穷乘积符号不变，则可以通过取对数变为级数形式，如下命题体现了二者的联系.

命题 5.1

♠
若
∑

|an| <∞，则无穷乘积
∏
(1 + an)收敛.

证明 当 n充分大时，有 |an| < 1/2，因此可定义 ln(1 + an)，且有
N∏

n=1

(1 + an) = e
∑N

n=1 ln(1+an) = eBN (5.30)
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5.3 无穷乘积

而当 |an| < 1/2时有

| ln(1 + an)| ⩽ 2|an| (5.31)

因此 BN 收敛，故无穷乘积收敛.
更一般的，可以考虑全纯函数列的无穷乘积.

命题 5.2

♠

设 {Fn}为开集 Ω上的全纯函数列，若存在 cn > 0使得对任意 z ∈ Ω∑
cn <∞, |Fn(z)− 1| ⩽ cn, (5.32)

则
1. 无穷乘积

∏
Fn(z)在 Ω中一致收敛到全纯函数 F (z).

2. 若对任何 n，Fn 6= 0，则

F ′(z)

F (z)
=

∞∑
n=1

F ′
n(z)

Fn(z)
. (5.33)

证明
1. 设 Fn(z) = 1+an(z)，则根据Weierstrass判别法可知

∑
an(z)一致收敛，进而由上一命题可知 Fn = 1+an

的无穷乘积一致收敛到函数 F .
2. 设K ⊂ Ω为紧集，令

GN (z) =

N∏
n=1

Fn(z), (5.34)

则在 Ω中 GN ⇒ F，进而在K 中 G′
N ⇒ F ′，进一步在K 中有 G′

N/GN ⇒ F ′/F，根据K 的任意性可知
该极限在 Ω内逐点有效，而

G′
N

GN
=

N∑
n=1

F ′
n

Fn
, (5.35)

故得证.
下面考虑一个无穷乘积的经典例子.

例 5.3可证正弦函数的乘积表示
sinπz

πz
=

∞∏
n=1

Å
1− z2

n2

ã
, (5.36)

令

G(z) =
sinπz

π
, P (z) = z

∞∏
n=1

Å
1− z2

n2

ã
, (5.37)

则容易计算

G′(z)

G(z)
= π cotπz,

P ′(z)

P (z)
=

1

z
+

∞∑
n=1

2z

z2 − n2
, (5.38)

根据 cotπz的展开有 G′/G = P ′/P，因此Å
P (z)

G(z)

ã′
=
P (z)

G(z)

ï
P ′(z)

P (z)
− G′(z)

G(z)

ò
= 0, (5.39)

这说明 P (z) = cG(z)，令 z → 0可知 c = 1.
上面的证明还有一些细节需要补充，即余切函数的级数展开，这可以通过 Poisson求和公式得到，但这里给

出另一种证明.
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5.4 Weierstrass无穷乘积

命题 5.3

♠

π cotπz =

∞∑
n=−∞

1

z + n
=

1

z
+

∞∑
n=1

2z

z2 − n2
. (5.40)

证明分为两步，首先考虑级数与余切函数的一些相同性质，再通过做差证明二者相差为 0.
证明 Step 1.容易看出

∑
1/(z + n)满足余切函数 F (z) = π cotπz的如下性质

1. 对任意 z /∈ Z，有 F (z + 1) = F (z).
2. F (z) = 1/z + F0(z)，其中 F0 在 0附近解析.
3. F (z)在整数点有简单极点，并且没有其它奇点.

Step 2.做差，令

∆(z) = F (z)−
∞∑

n=−∞

1

z + n
, (5.41)

此时∆满足周期条件，且以 0为可去奇点，进一步由周期性可知∆的所有极点都是可去的，即∆为整函数.
而∆同时为奇函数，因此只要证明∆有界，则根据 Liouville定理就能确定∆ ≡ 0.根据周期性考虑 |Re(z)| ⩽ 1/2

的范围，则有

cotπz = i
eiπz + e−iπz

eiπz − e−iπz
= i

e−2πy + e−2πix

e−2πy − e−2πix
(5.42)

1

z
+

∞∑
n=1

2z

z2 − n2
=

1

x+ iy
+

∞∑
n=1

2(x+ iy)

x2 − y2 − n2 + 2ixy
, (5.43)

为了更好估计范围，再考虑 |Im (z)| > 1的范围（因为它在有限矩形内全纯，故有界），则 cotπz 在该范围
内有界，而级数和满足 ∣∣∣∣∣1z +

∞∑
n=1

2z

z2 − n2

∣∣∣∣∣ ⩽ C + C

∞∑
n=1

y

y2 + n2
, (5.44)

右式的主要值由另一个正项级数决定，根据 Cauchy积分判别法，由于反常积分∫ ∞

0

y

y2 + x2
dx =

∫ ∞

0

1

1 + u2
du = π/2, (5.45)

因此有界性得证，根据前面的讨论可知命题得证.

5.4 Weierstrass无穷乘积
本节进入主题，证明Weierstrass的结果.

定理 5.3 (Weierstrass)

♥

给定发散复数列 {an}，存在整函数 f 仅在所有 ak 处为 0（记重数），且这种整函数均有形式 f(z)eg(z)，g
为整函数.

Weierstrass定理可以看作C中可数情形的插值定理.容易发现，若 f1, f2均仅在所有 z = ak处取 0，则 f1/f2

的所有奇点都是可去奇点，因此 f1/f2 实际上是非 0整函数，因此根据定理3.14可知存在整函数 g(z)使得
f1(z)

f2(z)
= eg(z), f1(z) = f2(z)e

g(z) (5.46)

根据上一节中 sinπz的展开，可以猜测结果为
∏

n(1− z/an)，为了避免一些收敛性的问题，这里引入典范
因子 (canonical factors)

E0(z) = 1− z, Ek(z) = (1− z)ez+z2/2+···+zk/k, k ⩾ 1, (5.47)

其中 k称为典范因子的次数.
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5.5 Hadamard分解定理

引理 5.2

♥
若 |z| ⩽ 1/2，则存在 c > 0使得 |1− Ek(z)| ⩽ c|z|k+1.

证明 此时 1− z = eln(1−z)，因此

Ek(z) = eln(1−z)+z+···+zk/k = ew, (5.48)

其中

w = −
∞∑

n=k+1

zn

n
, |w| ⩽ |z|k+1

∞∑
n=k+1

|z|n−k−1

n
⩽ |z|k+1

∞∑
j=0

2−j = 2|z|k+1. (5.49)

此时 |w| ⩽ 1，|1− ew|/|w| ⩽ (e|w| − 1)/|w|有界，因此

|1− Ek(z)| = |1− ew| ⩽ c′|w| ⩽ c|z|k+1. (5.50)

假设给定 0处的零点阶数为m，则定义Weierstrass乘积为

f(z) = zm
∞∏

n=1

En(z/an), (5.51)

下证该函数满足要求，固定 R > 0，设 |z| < R，根据 R的任意性只需证明在圆盘 BR(0)中满足要求.所有
an 可以分为两类：|an| ⩽ 2R或 |an| > 2R，而前者仅有限多个，对于后者有 |z/an| ⩽ 1/2，根据引理可得

|1− En(z/an)| ⩽ c

∣∣∣∣ zan
∣∣∣∣n+1

⩽ c

2n+1
(5.52)

因此根据上一节的结论可知无穷乘积
∏

|an|⩾2REn(z/an)定义了 BR(0)中的全纯函数，且在圆盘内无零点，
得证.

5.5 Hadamard分解定理
本节的定理将综合前几节得到的结果.Weierstrass定理构造出了仅在无极限点列 a1, a2, · · · 取 0的函数

eg(z)zm
∞∏

n=1

En(z/an), (5.53)

Hadamard进一步讨论了这一结果，指出当整函数为有限阶时，其典范因子可以取一定阶，而 g为多项式.我
们在前几节讨论过，称整函数有 ⩽ ρ的阶，若

|f(z)| ⩽ AeB|z|ρ , (5.54)

并且 ρf = inf ρ，而对于满足这种条件的函数，当 r充分大时有

n(r) ⩽ Crρ (5.55)

若 a1, a2, · · · 为 f 的非零零点，s > ρ，则 ∑
|an|−s <∞. (5.56)

定理 5.4 (Hadamard分解定理)

♥

设 f 为阶为 ρ0 的整函数，设 k ∈ N满足 k ⩽ ρ0 < k + 1，若 a1, a2, · · · 表示 f 的非零零点，则

f(z) = eP (z)zm
∞∏

n=1

Ek(z/an), (5.57)

其中 P 为次数不超过 k的多项式，m为 z = 0作为 f 零点的阶数.

¶主要引理

首先考虑 Hadamard定理所需的一些引理.
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5.5 Hadamard分解定理

引理 5.3

♥

典范因子满足

|Ek(z)| ⩾ e−c|z|k+1

, |z| ⩽ 1/2, (5.58)

|Ek(z)| ⩾ |1− z|e−c′|z|k , |z| ⩾ 1/2, (5.59)

证明 当 |z| ⩽ 1/2时有

Ek(z) = eln(1−z)+z+···+zk/k = e−
∑∞

n=k+1 zn/n = ew, (5.60)

由于 |w| ⩽ c|z|k+1，|ew| ⩾ e−|w|，故第一式得证.
当 |z| ⩾ 1/2时有

|Ek(z)| = |1− z| |ez+···+zk/k| ⩾ |1− z|e−|z+···+zk/k| ⩾ |1− z|e−c′|z|k , (5.61)

得证.
证明 Hadamard定理的关键是对远离零点的 z，找到典范因子更小的界，由此考虑如下估计.

引理 5.4

♥

对任意 s满足 ρ0 < s < k + 1，下式 ∣∣∣∣∣
∞∏

n=1

Ek(z/an)

∣∣∣∣∣ ⩾ e−c|z|s , (5.62)

在除过一族圆盘
⋃∞

n=1B|an|−k−1(an)之外成立

证明
∞∏

n=1

Ek(z/an) =
∏

|an|⩽2|z|

Ek(z/an)
∏

|an|>2|z|

Ek(z/an), (5.63)

借助引理，对第二部分有放缩∣∣∣∣∣∣ ∏
|an|>2|z|

Ek(z/an)

∣∣∣∣∣∣ = ∏
|an|>2|z|

|Ek(z/an)| (5.64)

⩾
∏

|an|>2|z|

e−c|z/an|k+1

(5.65)

= e−c|z|k+1 ∑
|an|>2|z| |an|−k−1

(5.66)

再根据 |an| > 2|z|，s < k + 1有

|an|−k−1 = |an|−s|an|s−k−1 ⩽ C|an|−s|z|s−k−1, |z|k+1
∑

|an|>2|z|

|an|−k−1 ⩽ C|z|s
∑

|an|>2|z|

|an|−s (5.67)

注意到
∑

|an|−s 收敛，故 ∣∣∣∣∣∣ ∏
|an|>2|z|

Ek(z/an)

∣∣∣∣∣∣ ⩾ e−c|z|s (5.68)

下面估计第一部分，借助引理有∣∣∣∣∣∣ ∏
|an|⩽2|z|

Ek(z/an)

∣∣∣∣∣∣ ⩾ ∏
|an|⩽2|z|

∣∣∣∣1− z

an

∣∣∣∣ ∏
|an|⩽2|z|

e−c′|z/an|k (5.69)

=
∏

|an|⩽2|z|

∣∣∣∣1− z

an

∣∣∣∣ (5.70)

作同样的放缩可得 |an|−k = |an|−s|an|s−k ⩽ C|an|−s|z|s−k，第二部分有

e−c′|z|k
∑

|an|⩽2|z| |an|−k

⩾ e−c|z|s , (5.71)
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5.5 Hadamard分解定理

若 z不在圆盘 B|an|−k−1(an)中，则有 |an − z| ⩾ |zn|−k−1，因此∏
|an|⩽2|z|

∣∣∣∣1− z

an

∣∣∣∣ = ∏
|an|⩽2|z|

∣∣∣∣an − z

an

∣∣∣∣ (5.72)

⩾
∏

|an|⩽2|z|

|an|−k−1|an|−1 (5.73)

=
∏

|an|⩽2|z|

|an|−k−2, (5.74)

最后取对数估计可得

(k + 2)
∑

|an|⩽2|z|

ln |an| ⩽ (k + 2)n(2|z|) ln 2|z| (5.75)

⩽ c|z|s ln 2|z| (5.76)

⩽ c′|z|s
′

(5.77)

得证.

引理 5.5

♥

存在一列半径 r1, r2, · · · → ∞使得∣∣∣∣∣
∞∏

n=1

Ek(z/an)

∣∣∣∣∣ ⩾ e−c|z|s , |z| = rm (5.78)

证明 根据
∑

|an|−k−1 的收敛性，存在充分大的 N 使得
∞∑

n=N

|an|−k−1 < 1/10, (5.79)

断言：对于连续的整数 L,L+ 1，存在 r ∈ [L,L+ 1]使得 Cr(0)与上一条引理中要求的圆盘无交；若不然，
则如下区间的并

In =

ï
|an| −

1

|an|k+1
, |an|+

1

|an|k+1

ò
, (5.80)

覆盖整个 [L,L+ 1]，这说明 2
∑

n⩾N |an|−k−1 ⩾ 1，矛盾.由此分别取 |z| = r得证.

图 5.1: 圆盘 &区间
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5.5 Hadamard分解定理

Hadamard定理的证明

设

E(z) = zm
∞∏

n=1

Ek(z/an), (5.81)

首先证明 E 全纯，根据引理5.2，当 n充分大时有

|1− Ek(z/an)| ⩽ c

∣∣∣∣ zan
∣∣∣∣k+1

, (5.82)

并且
∑

|an|−k−1收敛（ρ0 < s < k + 1），重复Weierstrass定理的证明可知 E整.进一步由于 E有 f 的全部
零点，因此 f/E 全纯且不取 0，即 f(z)/E(z) = eg(z)，其中 g为整函数.根据函数 f 的阶以及 E(z)的估计可知
存在一列半径 {rn} → ∞使得对任意 |z| = r有

eRe(g(z)) =

∣∣∣∣ f(z)E(z)

∣∣∣∣ ⩽ c′ec|z|
s

(5.83)

最后只需证明 g为满足条件的多项式，这由如下引理给出.

引理 5.6

♥

设 g为整函数且 u = Reg(z)满足对一列 {rn} → ∞满足

u(z) ⩽ Crs, |z| = r (5.84)

则 g为一个次数不超过 s的多项式.

证明 设 g在原点处有幂级数展开

g(z) =

∞∑
n=0

anz
n, (5.85)

则根据定理3.15可得

1

2π

∫ 2π

0

g(reiθ)e−inθdθ =

anrn, n ⩾ 0

0, n < 0
(5.86)

取共轭可知对 n > 0有
1

2π

∫ 2π

0

g(reiθ)e−inθdθ = 0, (5.87)

则 2u = g + g满足

anr
n =

1

π

∫ 2π

0

u(reiθ)dθ, n > 0 (5.88)

n = 0时

2Rea0 =
1

π

∫ 2π

0

u(reiθ)dθ, (5.89)

当 n 6= 0时函数 e−inθ 在圆周上积分为 0，因此

an =
1

πrn

∫ 2π

0

[u(reiθ)− Crs]e−inθdθ (5.90)

|an| ⩽
1

πrn

∫ 2π

0

[Crs − u(reiθ)]dθ ⩽ 2Crs−n − 2Rea0r
−n (5.91)

令 r → ∞可知对任意 n > s有 an = 0，得证.
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第 6章 Gamma函数与 Zeta函数

Gamma函数与 Zeta函数是数学中非常重要的两个函数，前者在数学中无处不在，而后者更是在数论中应用
广泛，借助 Zeta函数可以证明 Dirichlet定理，以及 Euler给出的证明素数无穷多个的方法：∏

p

1

1− p−s
=

∞∑
k=1

1

ns
= ζ(s). (6.1)

6.1 Gamma函数

定义 6.1 (Gamma函数)

♣

对 s > 0，定义 Gamma函数

Γ(s) =

∫ ∞

0

e−tts−1dt. (6.2)

对任意 s > 0，ts−1在 0附近反常可积，而当 t充分大时，被积函数可以被指数的衰减性控制，因此积分收
敛.进一步，借助相同的积分形式，可以将其延拓到复平面上.

命题 6.1

♠
Gamma函数可以自然延拓到右半复平面 Re(s) > 0上.

证明 只需证明对任意 0 < δ < M < ∞，上述积分定义了竖直条带 Sδ,M = {δ < Re(s) < M}中的一个全纯函
数.考虑函数

Fε(s) =

∫ 1/ε

ε

e−tts−1dt, (6.3)

根据定理2.9，Fε(s)在 Sδ,M 全纯，设 σ = Re(s)，则 |e−tts−1| = e−ttσ−1，则

|Γ(s)− Fε(s)| ⩽
∫ ε

0

e−ttσ−1dt+

∫ ∞

1/ε

e−ttσ−1dt (6.4)

其中第一项可充分小，第二项∣∣∣∣∣
∫ ∞

1/ε

e−ttσ−1dt

∣∣∣∣∣ ⩽
∫ ∞

1/ε

e−ttM−1dt ⩽ C

∫ ∞

1/ε

e−t/2dt→ 0 (6.5)

因此 Γ是 Fε 的一致极限，即 Γ在 Sδ,M 中全纯，得证.
虽然在右半平面外的区域，Gamma函数定义中的积分发散，但是我们依旧可以找到一个 C中的亚纯函数，

使得其在右半平面的限制等于 Γ(s)，换句话说，就是对 Γ作全平面的延拓.为了证明这一结论，首先考虑如下引
理

引理 6.1

♥
若 Re(s) > 0，则 Γ(s+ 1) = sΓ(s)，特别地，对 n ∈ N有 Γ(n+ 1) = n!.

证明 分部积分可得

Γ(s+ 1) =

∫ ∞

0

e−ttsdt (6.6)

= −tse−t
∣∣∞
0

+

∫ ∞

0

e−tsts−1dt (6.7)

= sΓ(s) (6.8)

由于 Γ(1) = 1，因此 Γ(n+ 1) = n!.



6.1 Gamma函数

定理 6.1

♥
Gamma函数可以解析延拓到 C中，并且其简单极点为 s = 0,−1, · · ·，且 Res(Γ,−n) = (−1)n/n!.

证明 只需对任意整数m ⩾ 1，将 Γ解析延拓到 Re(s) > −m中.对于 Re(s) > −1，定义

F1(s) =
Γ(s+ 1)

s
, (6.9)

则 F1 在 Re(s) > −1全纯，计算留数可得 Res(F1, 0) = Γ(1) = 1，并且根据前述引理，对任意 Re(s) > 0，
都有 F1(s) = Γ(s)，因此 F1 给出了 Γ的一个延拓.以此类推，对任意 Re(s) > −m，定义

Fm(s) =
Γ(s+m)

(s+m− 1) · · · (s+ 1)s
, (6.10)

则 Fm 在 Re(s) > −m全纯，简单极点为 0,−1,−2, · · · ,−m+ 1，计算留数可得

Res(Fm,−n) = lim
s→−n

(s+ n)
Γ(s+m)

(s+m− 1) · · · (s+ 1)
(6.11)

=
Γ(−n+m)

(m− 1− n)!(−1)(−2) · · · (−n)
(6.12)

=
(m− n− 1)!

(m− 1− n)!(−1)(−2) · · · (−n)
(6.13)

=
(−1)n

n!
(6.14)

由此得证.
根据上面的延拓，对任意不为极点的 s，都有 Γ(s+ 1) = sΓ(s).事实上，对于极点 s = −n，也可以得到留

数的递推关系

Res(Γ,−n+ 1) = −nRes(Γ,−n), (6.15)

而 Γ(1) = Res(Γ, 0) = 1，由此也可得到 Γ函数在极点处的留数.
上面的定理还有另一个证明，将 Γ(s)分解为

Γ(s) =

∫ 1

0

e−tts−1dt+

∫ ∞

1

e−tts−1dt (6.16)

=

∞∑
n=0

(−1)n

n!(n+ s)
+

∫ ∞

1

e−tts−1dt (6.17)

只需证明上面的级数定义了一个亚纯函数，对充分大的 R > 0，将上述级数分为
∑N

n=0和
∑∞

n=N+1两部分，
使得 N > 2R，其中前者亚纯，在对应极点具有对应的留数，后者满足∣∣∣∣ (−1)n

n!(n+ s)

∣∣∣∣ ⩽ 1

n!R
, (6.18)

因此在圆盘 DR 中一致收敛，得证.

¶Gamma函数的更多性质

下面的定理表明了 Gamma函数关于 Re(s) = 1/2的对称性.

定理 6.2 (余元公式)

♥

对任意 s ∈ C有

Γ(s)Γ(1− s) =
π

sinπs
. (6.19)

注特别地，根据余元公式可得 Γ(1/2) =
√
π.

注意到 Γ(1− s)具有简单极点 s = 1, 2, · · ·，因此左式为以所有整数为简单极点的全纯函数，而这恰好是函
数 π/ sin(πs)所具有的性质.下面给出严格的证明.根据解析延拓，只需证明在 0 < s < 1范围内成立即可.
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6.1 Gamma函数

证明 由于

Γ(1− s) =

∫ ∞

0

e−uu−sdu = t

∫ ∞

0

e−vt(vt)−sdv, (6.20)

计算可得

Γ(1− s)Γ(s) =

∫ ∞

0

e−tts−1

Å
t

∫ ∞

0

e−vt(vt)−sdv

ã
dt (6.21)

=

∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−t(1+v)v−sdvdt (6.22)

=

∫ ∞

0

v−s

1 + v
dv (6.23)

=

∫ ∞

−∞

e(1−s)x

1 + ex
dx (6.24)

=
π

sinπ(1− s)
(6.25)

=
π

sinπs
(6.26)

回忆第三章留数定理计算积分的一个例子，表明∫ ∞

−∞

eax

1 + ex
dx =

π

sinπa
. (6.27)

根据余元公式可以得到如下推论.

推论 6.1

♥
1/Γ(s)是整函数，有且仅有简单零点 0,−1,−2, · · · .

证明 由余元公式可得
1

Γ(s)
= Γ(1− s)

sinπs

π
, (6.28)

其中 Γ(1− s)的简单极点为 1, 2, 3, · · ·，这些极点被 sinπs对应的简单零点抵消，因此 1/Γ仅有 sinπs的其
余（简单）零点，即 0,−1,−2, · · · .

下面考虑 1/Γ的一个估计.

命题 6.2

♠

对于 1/Γ有估计 ∣∣∣∣ 1

Γ(s)

∣∣∣∣ ⩽ c1e
c2|s| ln |s|, (6.29)

由此可推得 1/Γ的阶为 1，因为对任意 ε > 0，存在 c(ε)使得∣∣∣∣ 1

Γ(s)

∣∣∣∣ ⩽ c(ε)ec2|s|
1+ε

. (6.30)

证明 令 σ = Re(s)，取 n ∈ N使得 σ ⩽ n ⩽ n+ 1，则有∫ ∞

1

e−ttσdt ⩽
∫ ∞

0

e−ttndt = n! ⩽ nn = en lnn ⩽ e(σ+1) ln(σ+1), (6.31)

根据余元公式，以及 Γ函数的级数表示可得
1

Γ(s)
= Γ(1− s)

sinπs

π
(6.32)

=

( ∞∑
n=0

(−1)n

n!(n+ 1− s)

)
sinπs

π
+

Å∫ ∞

1

e−tt−sdt

ã
sinπs

π
(6.33)

根据 Euler公式有 | sinπs| ⩽ eπ|s|，由此后一部分有

|part2| ⩽ ce(|s|+1) ln(|s|+1)eπ|s| ∼ c1e
cs|s| ln |s| (6.34)
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6.1 Gamma函数

只需考虑前一部分，若 |Im (s)| > 1，则直接放缩可知其被 ceπ|s| 控制；若 |Im (s)| ⩽ 1，则取整数 k 使得
k − 1/2 ⩽ Re(s) < k + 1/2，当 k ⩾ 1时，由于

part1 = (−1)k−1 sinπs

(k − 1)!(k − 1)π
+
∑

n ̸=k−1

(−1)n
sinπs

n!(n+ 1− s)π
(6.35)

其中第一部分有界（因为 s = k为 sinπs的零点，与极点相消），第二部分也有界（1/(n+ 1− s)的分母不
会为 0，因此可放缩为常数，而 sinπs有界，因此整体被 c

∑
1/n! ∼ ce控制）.

若 k ⩽ 0，则根据定义有 Re(s) < 1/2，同样可用 ce控制
∑∞

n=0
(−1)n

n!(n+1−s)π，得证.
既然得到了 1/Γ的阶，其也为整函数，因此根据 Hadamard定理可用给出如下表示.

定理 6.3

♥

对任意 s ∈ C有
1

Γ(s)
= eγss

∞∏
n=1

(
1 +

s

n

)
e−s/n, (6.36)

其中 γ 为 Euler常数，定义为

γ = lim
N→∞

N∑
n=1

1

n
− lnN. (6.37)

证明 由于 Γ的阶为 1，因此根据 Hadamard分解定理有
1

Γ(s)
= eAs+Bs

∞∏
n=1

(
1 +

s

n

)
e−s/n, (6.38)

由于 Res(Γ, 0) = lims→0 sΓ(s) = 1，因此 B = 0.由于 Γ(1) = 1，因此有

e−A =

∞∏
n=1

Å
1 +

1

n

ã
e−1/n (6.39)

= lim
N→∞

(N + 1)e−HN (6.40)

= lim
N→∞

elnN−HN (6.41)

= e−γ , (6.42)

其中 HN 表示调和级数的前 N 项和.因此 A = Γ + 2πik，由于当 s ∈ R时 1/Γ ∈ R，因此 k = 0，得证.
综上，可以总结一下 Gamma函数的两个重要特征：

1. 在且仅在 s = 0,−1,−2, · · · 处有简单极点，并且无零点.
2. 具有 ⩽ 1的阶.
并且根据留数公式，sinπs也具有类似性质，不过正弦函数有更强的界 O(ec|s|)，Γ函数则不然.

命题 6.3

♠

1. 对任意 c > 0，1/|Γ(s)| 6= O(ec|s|).
2. 不存在整函数 F (s) = O(ec|s|)，且仅有零点 s = 0,−1,−2, · · · .

证明 设 k ∈ N，取 s = −k − 1/2则
1

|Γ(s)|
= Γ(k + 3/2)

∣∣∣∣ sinπ(−k − 1/2)

π

∣∣∣∣ (6.43)

=
k!
√
π

π
(6.44)

⩾ k!

π
(6.45)

故 1/|Γ|不能被 ec|s| 控制.
若存在 F (s)满足上述条件，则其与 1/Γ仅相差一个 eAz+B 倍，由此可得 1/|Γ(s)| = O(ec|s|)，与上述结果
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矛盾.

6.2 Zeta函数

定义 6.2 (Zeta函数)

♣

对任意 s > 1，定义 Riemann Zeta函数

ζ(s) =

∞∑
n=1

1

ns
. (6.46)

与 Gamma函数类似，首先考虑 Zeta函数的延拓.

命题 6.4

♠
Zeta函数可以自然解析延拓到 Re(s) > 1上.

证明 设 s = σ + it，则 |n−s| = |e−s logn| = e−σ log n = n−σ，因此

|ζ(s)| ⩽
∞∑

n=1

1

nσ
(6.47)

当 Re(s) = σ > 1时，上式一致收敛，因此 ζ(s)为一个全纯函数的一致极限，得证.
Zeta函数的进一步延拓要更复杂些，首先考虑 theta函数与 xi函数.

定义 6.3 (theta函数)

♣

对任意 t > 0，定义 theta函数为

ϑ(t) =

∞∑
n=−∞

e−πn2t. (6.48)

若令 f(x) = e−πtx，则 f̂(ξ) = t−1/2e−πξ2/t，借助 Poisson求和公式
∞∑

n=−∞
f(n) =

∞∑
n=−∞

f̂(n), (6.49)

可得

ϑ(t) =

∞∑
n=−∞

f(n) =

∞∑
n=−∞

f̂(n) = t−1/2
∞∑

n=−∞
e−πn2/t = t−1/2ϑ(1/t) (6.50)

由此可知

ϑ(t) ⩽ Ct−1/2, t→ 0, (6.51)

|ϑ(t)− 1| ⩽ Ce−πt, t ⩾ 1. (6.52)

后式是由于

ϑ(t)− 1 = 2
∑
n⩾1

e−πn2t ⩽ 2
∑
n⩾1

e−πnt ⩽ Ce−πt (6.53)

下述定理给出了 ζ,Γ, ϑ三者之间的联系.

定理 6.4

♥

若 Re(s) > 1，则

π−s/2Γ(s/2)ζ(s) =
1

2

∫ ∞

0

us/2−1[ϑ(u)− 1]du. (6.54)
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证明 注意到若令 u = t/(πn2)，则∫ ∞

0

e−πn2uus/2−1du = (πn2)−s/2

∫ ∞

0

e−tts/2−1dt = π−s/2Γ(s/2)n−s, (6.55)

而

ϑ(u)− 1

2
=

∞∑
n=1

e−πn2u, (6.56)

根据 |ϑ− 1|的估计可知其一致收敛，由此积分与求和可以交换顺序，将上面的过程汇总如下

1

2

∫ ∞

0

us/2−1[ϑ(u)− 1]du =

∞∑
n=1

∫ ∞

0

us/2−1e−πn2udu (6.57)

= π−s/2Γ(s/2)

∞∑
n=1

n−s (6.58)

= π−s/2Γ(s/2)ζ(s) (6.59)

通过将 Zeta函数作一些改变，可以得到 xi函数.

定义 6.4 (xi函数)

♣

对任意 Re(s) > 1，定义

ξ(s) = π−s/2Γ(s/2)ζ(s) =
1

2

∫ ∞

0

us/2−1[ϑ(u)− 1]du. (6.60)

定理 6.5

♥

xi函数在 re(s) > 1区域内全纯，且可以延拓为全平面上的亚纯函数，具有简单零点 s = 0, 1，并且对任
意 s ∈ C有

ξ(s) = ξ(1− s). (6.61)

证明 证明思路是借助 ϑ的性质：

ϑ(u) = u−1/2ϑ(1/u), (6.62)

若令 ψ(u) = [ϑ(u)− 1]/2，则 ϑ(u) = 2ψ(u) + 1，由上述结论可得

ψ(u) = u−1/2ϑ(1/u)/2− 1

2
= u−1/2ψ(1/u) +

1

2u1/2
− 1

2
, (6.63)

因此

ξ(s) = π−s/2Γ(s/2)ζ(s) (6.64)

=

∫ ∞

0

us/2−1ψ(u)du (6.65)

=

∫ 1

0

us/2−1ψ(u)du+

∫ ∞

1

us/2−1ψ(u)du (6.66)

=

∫ 1

0

us/2−1

ï
u−1/2ψ(1/u) +

1

2u1/2
− 1

2

ò
+

∫ ∞

1

us/2−1ψ(u)du (6.67)

=
1

2

∫ 1

0

(us/2−3/2 − us/2−1)du+

∫ 1

0

us/2−3/2ψ(1/u)du+

∫ ∞

1

us/2−1ψ(u)du (6.68)

=
1

s− 1
− 1

s
+

∫ ∞

1

[u−s/2−1/2 + us/2−1]ψ(u)du (6.69)

根据 ψ(u)很强的衰减性，右边的积分实际上定义了一个整函数，因此 xi在 s = 0, 1处有简单零点，对称性
是易得的.
根据上面的结果，可以立即得到 Zeta函数的延拓.
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定理 6.6

♥Zeta函数可以延拓为全平面的亚纯函数，具有唯一的简单极点 s = 1.

证明 xi函数的定义实际上给出了一个亚纯延拓

ζ(s) = πs/2 ξ(s)

Γ(s/2)
, (6.70)

由于 1/Γ(s/2)为整函数，具有简单零点 0,−2,−4, · · ·，因此与 ξ的极点 s = 0相消，故 ζ唯一极点为 s = 1.

命题 6.5

♠

存在一列整函数 {δn(s)}满足 |δn(s)| ⩽ |s|/nσ+1，其中 s = σ + it，使得∑
1⩽n<N

1

ns
−
∫ N

1

dx

xs
=

∑
1⩽n<N

δn(s). (6.71)
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