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第 1章 Cauchy积分理论

1.1 Cauchy-Goursat定理
本节主要讨论两种引入 Cauchy定理的思路：史济怀《复变函数》中采用的折线逼近以及 Stein的 Complex

Analysis中引入的同伦概念.

1.1.1 Goursat定理

1.1.2 折线逼近法

1.1.3 同伦

1.1.4 圆盘上的 Cauchy定理



第 2章 Weierstrass级数理论

2.1 复无穷级数
复级数是连接数学分析与复分析的桥梁之一，许多无穷级数理论可以推广到复数域.

2.1.1 数项级数与函数项级数

类似实数，称
∞∑

n=1

zn = z1 + z2 + · · ·+ zn + · · · (2.1)

为复数项级数，它可以看作部分和复数列 Sn的极限，当该极限存在（且为 S）时称级数和为 S（或收敛到
S）.

命题 2.1

♠
级数

∑∞
n=1 zn 收敛当且仅当

∑∞
n=1 Re(zn),

∑∞
n=1 Im (zn)均收敛.

定理 2.1 (Cauchy收敛原理)

♥

复数项级数
∑∞

n=1 zn 收敛当且仅当

lim
m,n→∞

|Sm − Sn| = 0, (2.2)

也即对任意 ε > 0，存在 N 使得对任意 n > N, p ∈ N有

|zn + · · ·+ zn+p| < ε. (2.3)

定义 2.1 (绝对收敛/条件收敛)

♣
对于收敛的复级数

∑∞
n=1 zn，若

∑∞
n=1 |zn| < ∞，则称其绝对收敛，否则称之条件收敛.

函数项级数的基本定义也是类似的，这里同样有一致收敛这一重要概念.

定义 2.2 (一致收敛)

♣

称函数项级数
∑∞

n=1 fn(z)在域 Ω上一致收敛到 S(z)，若

lim
n→∞

sup
z∈Ω

|Sn(z)− S(z)| = 0. (2.4)

特别地，若级数在任意紧集K ⊂ Ω中一致收敛，则称其在 Ω中内闭一致收敛.

定理 2.2 (Cauchy收敛原理)

♥

函数项级数
∑∞

n=1 fn(z)在域 Ω上一致收敛当且仅当

lim
m,n→∞

sup
z∈Ω

|Sm(z)− Sn(z)| = 0. (2.5)

关于一致收敛也有许多判别法，它们都可以从实数的情形推广而来，其中最便利的当属Weierstrass判别法



2.1 复无穷级数

定理 2.3 (Weirestrass判别法)

♥

设 {fn(z)}为 Ω上的函数列，若存在正项数列 an 使得对任意 n ∈ N有

sup
z∈Ω

|fn(z)| ⩽ an,

∞∑
n=1

an < ∞, (2.6)

则函数项级数
∑∞

n=1 fn(z)在 Ω中一致收敛.

一致收敛性总是能带来许多惊喜，总的来说就是使得极限算子之间可以更自由地换序.

定理 2.4

♥
设 {fn(z)}为 Ω上的连续函数列，

∑∞
n=1 fn(z)在 Ω上一致收敛到 f(x)，则 f(x)在 Ω上连续.

定理 2.5

♥

设 {fn(z)}为 Ω上的连续函数列，
∑∞

n=1 fn(z)在曲线 γ ⊂ Ω上一致收敛到 f(x)，则∫
γ

∞∑
n=1

fn(z)dz =

∞∑
n=1

∫
γ

fn(z)dz. (2.7)

对于求导的交换性，我们聚焦于复分析中最重要的函数：全纯函数项级数.

2.1.2 全纯函数项级数

定理 2.6 (Weirestrass)

♥

设 {fn(z)}为域 D 上的全纯函数列，且
∑∞

n=1 fn(z)在 D 中内闭一致收敛到 f(z)，则 f 也在 D 上全纯，
且对任意 k ∈ N有内闭一致极限

∞∑
n=1

f (k)
n (z) = f (k)(z). (2.8)

证明 只需证明 f 在任意 B(z0, r) ⊂ D中全纯，取简单闭曲线 γ ⊂ D，根据级数的一致收敛性有∫
γ

f(z)dz =

∞∑
n=0

∫
γ

fn(z)dz = 0, (2.9)

根据Morera定理可知 f 在 B(z0, r)中全纯.
对于后一条论述，只需证明一阶导数的情形成立即可（因为全纯函数是无穷可导的），设紧集 K ⊂ Ω，且

d(K, ∂Ω) = d0 > 0，Sn(z) =
∑n

k=1 fk(z)，则对任意 z ∈ K，取圆盘 Br(z) ⊂ Ω，这里 r = d0/2，则有∣∣∣∣∣
N∑

n=1

f ′
n(z)− f ′(z)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ 1

2πi

∫
Cr(z)

∑N
n=1 fn(ζ)− f(ζ)

(ζ − z)2
dζ

∣∣∣∣∣ (2.10)

⩽ 1

r
sup

ζ∈Cr(z)

∣∣∣∣∣
∞∑

n=1

fn(ζ)− f(ζ)

∣∣∣∣∣ (2.11)

⩽ 1

r
sup
ζ∈K

∣∣∣∣∣
∞∑

n=1

fn(ζ)− f(ζ)

∣∣∣∣∣ , (2.12)

借助一致收敛性，对任意 ε > 0，可取 N0 充分大使得对任意 N > N0 有

sup
ζ∈K

∣∣∣∣∣
N∑

n=1

fn(ζ)− f(ζ)

∣∣∣∣∣ < rε, (2.13)

根据K 的任意性，导函数的内闭一致收敛得证.
由此也可以看出全纯函数性质的良好性，我们不再需要像 R中的情形一样验证过多的条件.
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2.2 复幂级数与 Taylor展开

�
笔记实分析中的 Lebesgue控制收敛定理给出了更强大的交换条件：若 fn

a.e.→ f，且存在 Lebesgue可积函数 g可
以一致控制 fn，即 |fn(z)| ⩽ g(z)，则

lim
n→∞

∫
fn =

∫
f. (2.14)

由于复分析中大多情形至少会有逐点收敛，再加上闭区间上 Riemann可积必定 Lebesgue可积且两积分相等，
因此复分析中也可以使用控制收敛定理.

2.2 复幂级数与 Taylor展开

2.2.1 复幂级数

复幂级数形如
∞∑

n=0

an(z − z0)
n = a0 + a1(z − z0) + · · · , (2.15)

这里 an, z, z0 ∈ C，通过平移，很多时候可以不妨设 z0 = 0. 幂级数最重要的属性就是收敛半径，这对于
复幂级数亦然，甚至在 C中这一概念更为形象.与实数相同，若幂级数在某个 z0 6= 0处绝对收敛，则它在所有
|z| ⩽ |z0|处均内闭绝对一致收敛（借助几何级数、Weierstrass判别法控制），利用这一点可以定义收敛半径.

定义 2.3 (收敛半径)

♣

对于幂级数
∞∑

n=0
anz

n，若存在 0 ⩽ R ⩽ ∞使得对任意 |z| < R幂级数绝对收敛，对任意 |z| > R幂级数

发散，则称 R为该幂级数的收敛半径，DR(0) = {z : |z| < R}称为幂级数的收敛圆盘.

收敛半径值同样由 Hadamard等式给出.

定理 2.7 (Hadamard等式)

♥

若借用记号 1/0 = ∞, 1/∞ = 0，则所有幂级数均存在收敛半径，它由 Hadamard等式给出
1

R
= lim

n→∞
|an|1/n. (2.16)

证明 首先考虑 0 < R < ∞的情形（R由 Hadamard等式给出），假设 r < R，则
1

r
>

1

R
= lim

n→∞
|an|1/n, (2.17)

因此存在充分小的 ε > 0，当 n充分大时就有

|an|1/n <
1− ε

r
, |an|rn < (1− ε)n (2.18)

与几何级数比较可知幂级数
∞∑

n=0
|an|rn 收敛，得证.

假设 r > R，则仿照上面的过程，存在 ε > 0，当 n充分大时，就有
1 + ε

r
< |an|1/n, (1 + ε)n < |an|rn (2.19)

同样与几何级数比较可知幂级数
∞∑

n=0
|an|rn 发散，得证.

除了这些熟悉的概念，幂级数也具有非常良好的解析性质，由于幂级数在其收敛圆中内闭绝对一致收敛，因
此它实际上可以看作多项式的一致极限，根据Weierstrass控制收敛定理可知幂级数实际上是收敛圆内的全纯函
数，且可以逐项求导，即下述定理.

4



2.2 复幂级数与 Taylor展开

定理 2.8

♥

幂级数 f(z) =
∞∑

n=0
anz

n 定义出了收敛圆盘内的全纯函数，它的导函数也是一个幂级数，表示为

f ′(z) =

∞∑
n=0

nanz
n−1. (2.20)

并且与 f 有相同的收敛半径.

证明 由于 lim
n→∞

n1/n = 1，因此根据上极限的运算可知上面两个幂级数的收敛半径是相同的，设 g(z) =
∞∑

n=0
nanz

n−1，

下证 g(z) = f ′(z).设 f 给出的幂级数的部分和为 SN，余项为 EN，即 f = SN + EN，则
f(z0 + h)− f(z0)

h
− g(z0) =

Å
SN (z0 + h)− SN (z0)

h
− S′

N (z0)

ã
(2.21)

+ (S′
N (z0)− g(z0)) +

Å
EN (z0 + h)− EN (z0)

h

ã
(2.22)

取定 |z0|, |z0 + h| < r < R，对任意 ε > 0，取定 N 使得

|S′
N (z0)− g(z0)|+

∣∣∣∣EN (z0 + h)− EN (z0)

h

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

∞∑
n=N+1

nanz
n
0

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣

∞∑
n=N+1

nan
∑

(z0 + h)kzn−k
0

∣∣∣∣∣∣ (2.23)

⩽ 2

∞∑
n=N+1

n|an|rn (2.24)

< ε/2, (2.25)

对于上述 N，存在 δ > 0，当 |h| < δ时有∣∣∣∣SN (z0 + h)− SN (z0)

h
− S′

N (z0)

∣∣∣∣ < ε/2, (2.26)

对于这样的 δ有 ∣∣∣∣f(z0 + h)− f(z0)

h

∣∣∣∣ < ε, (2.27)

命题得证.
反过来，全纯函数是否可以在全纯点附近展开为幂级数？答案是肯定的，并且根据在局部作幂级数展开的

性质，可以定义解析性

定义 2.4 (解析函数)

♣

称定义在开集 Ω上的函数 f 是解析的，若对于任意 z0 ∈ Ω，存在以 z0 为中心的幂级数展开

f(z)

∞∑
n=0

an(z − z0)
n (2.28)

并且其有正收敛半径.

下面来讨论全纯函数的 Taylor展开.

2.2.2 Taylor展开

由于 C中同样存在幂级数，因此可以考虑全纯函数是否可以展开为幂级数？答案是肯定的，并且这一事实
直接给出了许多全纯函数的优良性质，比如无穷可微性.

5



2.2 复幂级数与 Taylor展开

定理 2.9

♥

若 f ∈ H(Br(z0))，则 f 在圆盘 Br(z0)中可以唯一展开为幂级数

f(z) =

∞∑
n=0

an(z − z0)
n =

∞∑
n=0

f (n)(z0)

n!
(z − z0)

n, (2.29)

称之为 f 在 z0 附近的 Taylor级数.

证明 设 D = Br′(z0), 0 < r′ < r，则 f 在 D中全纯，由 Cauchy积分公式可得

f(z) =
1

2πi

∫
γ

f(ζ)

ζ − z
dζ, (2.30)

此时 |ζ − z0| = r′，因此对任意 z ∈ D有 |z − z0| < |ζ − z0|，因此可以展开为

1

ζ − z
=

1

(ζ − z0)− (z − z0)
=

1

ζ − z0

1

z −
Ä
z−z0
ζ−z0

ä =
1

ζ − z0

∞∑
n=0

Å
z − z0
ζ − z0

ãn
, (2.31)

且该级数绝对一致收敛，将其代入积分式，并交换积分与求和次序可得

f(z) =
1

2πi

∫
γ

f(ζ)

ζ − z0

∞∑
n=0

Å
z − z0
ζ − z0

ãn
dζ (2.32)

=

∞∑
n=0

ñ
1

2πi

∫
γ

f(ζ)

(ζ − z0)n+1
dζ

ô
(z − z0)

n (2.33)

=

∞∑
n=0

f (n)(z0)

n!
(z − z0)

n. (2.34)

反过来，设 f 在局部有级数展开，则直接计算可得 an = f (n)(z0)/n!.

推论 2.1

♥函数 f 在域 Ω全纯当且仅当其在 Ω中解析.

借助 Taylor展开，可以定义高阶零点的概念.

定义 2.5 (高阶零点)

♣

若 f 在 z0 处全纯且 Taylor展开不恒为 0，则存在m ∈ N使得

f(z0) = · · · = f (m−1)(z0) = 0, f (m)(z0) 6= 0, (2.35)

此时称 z0 为 f 的m阶零点.

命题 2.2

♠

z0 为 f 的m阶零点当且仅当 f 在 z0 的领域中可以表示为

f(z) = (z − z0)
mg(z), (2.36)

这里 g在 z0 全纯且 g(z0) 6= 0.

事实上，有时零点对函数性质有巨大的影响，比如当零点很多且充分聚集时可以得到如下唯一性定理

定理 2.10 (唯一性定理)

♥
设 f ∈ H(D)，且存在一个有极限点的序列 {zn} ⊂ D使得 f(zn) = 0，则 f 在 D中恒为零.

证明分为两步，首先证明在命题在 Ω的某个圆盘中成立，然后再推广到整个 Ω.
证明 设点列 {wk} ⊂ Ω，z0为 {wk}的一个极限点，D ⊂ Ω为以 z0为圆心的圆盘，考虑 f 在D中的幂级数展开

f(z) =

∞∑
n=0

an(z − z0)
n (2.37)
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2.3 解析延拓

若 f 在 D不全为 0，则存在最小的正整数m，使得

f(z) = am(z − z0)
m(1 + g(z − z0)) (2.38)

这里 g(0) = 0，取 {wn}中收敛到 z0的子列（不妨设为它本身），则 am(wk − z0)
m 6= 0，并且存在充分大的

k使得 1 + g(wk − z0) 6= 0，这与 f(wk) = 0矛盾，故 f 在 D上恒为 0.
下面向 Ω上推广，设

U = Int{z ∈ Ω : f(z) = 0}, (2.39)

则显然 f 为非空开集（因为 z0 ∈ U），但同时 U 也为闭集（极限点封闭），令 V 为 U 在 Ω中的补集，则
Ω = U ∪ V，其中 U, V 无交，且均同时为开集、闭集，这与 Ω的连通性矛盾，故 V = ∅, U = Ω，得证.

对于全纯函数 f, F 分别定义在 Ω ⊂ Ω′ 上，若对任意 z ∈ Ω都有 f(z) = F (z)，那么 F 就称为 f 到 Ω′ 的解
析延拓，并且上面的事实说明，这种解析延拓的结果是唯一的.从这种角度看，可以借助幂级数将初等函数延拓
到复平面上，比如最经典的

ez =

∞∑
n=0

zn

n!
. (2.40)

2.3 解析延拓
本节将讨论：区域 D内的解析函数能否延拓为更大区域 G上的解析函数？

定义 2.6 (解析元素)

♣
设 D为区域，f ∈ H(D)，则 (f,D)称为一个解析元素.

易知，若区域 D1 ∩ D2 6= ∅，并且 (f1, D1), (f2, D2)为两个解析元素，f1|D1∩D2
= f2|D1∩D2

，则可以定义
D1 ∪D2 上的解析函数

F (z) =

f1(z), z ∈ D1,

f2(z), z ∈ D2,
(2.41)

也就是说 f1, f2 均可以直接解析延拓，记为 (f1, D1) ∼ (f2, D2)，事实上这并不是一个等价关系，因为它不
满足传递性，考虑下例.
例 2.1设 D1 = B(1, 1), D2 = B(ω, 1), D3 = B(ω2, 1)，这里 ω = e2πi/3 为三次单位根，设 f1, f2, f3 均为

√
z，分

别取单值分支使得 f1(1) = 1, f2(ω) = eπi/3, f3(ω
2) = e2πi/3，则 (fi, Di)为三个解析元素，显然有

(f1, D1) ∼ (f2, D2), (f2, D2) ∼ (f3, D3), (2.42)

但是 (f1, D1) 6∼ (f3, D3)，这是因为在 D1 ∩D3 中有 f3 = −f1.
但是当 D1 ∩D2 ∩D3 6= ∅时，直接解析延拓可以传递.

引理 2.1

♥

若 D1, D2, D3 为圆盘，D1 ∩D2 ∩D3 6= ∅，fi ∈ H(Di)满足 (f1, D1) ∼ (f2, D2), (f2, D2) ∼ (f3, D3)，则
(f1, D1) ∼ (f3, D3).

证明 记D = D1∩D2∩D3，则 f1|D = f2|D = f3|D，D ⊂ D1∩D3，因此根据唯一性定理可知 f1|D1∩D3
= f3|D1∩D3

，
故 (f1, D1) ∼ (f3, D3).

2.3.1 幂级数的解析延拓

借助幂级数进行延拓是很常用的方法，在前面讨论 Taylor展开时也提到过一点点思想.由于幂级数在收敛圆
盘中内闭一致收敛，因此我们将关心它在收敛圆周上的性态.
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2.3 解析延拓

定义 2.7 (正则点/奇异点)

♣

设 f(z)在圆盘D中解析，对于 ζ ∈ ∂D，若存在圆盘 V = B(ζ)以及其上的解析函数 g使得 (f,D) ∼ (g, V )，
则 ζ 称为 f 的正则点，∂D上的非正则点称为奇异点.

根据定义，可以有一些基本的观察
1. 正则点集为 ∂D上的相对开集，因此奇异点集为闭集.
2. 幂级数的奇异点必定分布在收敛圆周上.
3. f, f ′ 有相同的正则点与奇异点.
4. 正则/奇异性与该点的敛散性无关，但是与该点的非切向极限有关（或者说，幂级数在收敛圆周上未必连续，
因此极限与取值无关）.
正则点给了我们延拓的机会，但很多情况下并不随人意.

定理 2.11

♥幂级数的收敛圆周上至少有一个奇异点.

证明 假设幂级数 f(z)的收敛圆周D = Br(z0)上每一点都是正则点，则每一点处的解析元素给出了 ∂D的覆盖，
取有限覆盖

∂D ⊂
n⋃

k=1

Brk(zk), (2.43)

若 Brk(zk) ∩ Brl(zl) 6= ∅，则 Brk ∩ Brl ∩D 6= ∅，由上一节的引理可知 (gk, Brk) ∼ (f,D)，因此存在比 D

略大的同心圆盘使得 f 在其中解析，这与 f 的收敛半径为 r矛盾.
事实上，存在一个幂级数，其收敛圆周上无正则点.

例 2.2设幂级数

f(z) =

∞∑
n=1

zn!, (2.44)

则显然其收敛半径 R = 1，为说明任意 |z| = 1均为 f 的奇异点，只需证明稠密集 E = {e2πip/q : p, q ∈ Z}
中的点均为奇异点即可，任取 ζ1 = e2πip/q ∈ E，则

f(rζ1) =

q−1∑
n=1

(rζ1)
n! +

∞∑
n=p

rn!, (2.45)

设 φ(r) =
∑∞

n=p r
n!，假设 lim

r→1−
φ(r) = M < ∞，则对任意 N 有

N∑
n=p

rn! ⩽
∞∑

n=p

rn! = φ(r) < M, (2.46)

令左边 r → 1−即得 N − p ⩽ M，根据 N 的任意性可知M = ∞，矛盾，故 φ(r)在 1处的左极限发散，故

lim
r→1−

|f(rζ1)| = ∞, (2.47)

即 ζ1 为奇异点.

定义 2.8 (全纯域)

♣
设 f ∈ H(D)，若 f 不能解析延拓到 D外，则称 D为 f 的全纯域，∂D为 f 的自然边界.
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2.3 解析延拓

2.3.2 Schwarz对称原理

引理 2.2 (Painleve)

♥
设 γ1, · · · , γn 为域 D中的可求长曲线，若 f 在 D中连续，在 D −

⋃n
k=1 γk 中全纯，则 f 在 D上全纯.

证明 任取圆盘Br(a) ⊂ D，只需证明 f 在Br(a)中全纯即可，若 Cr(a)与某个 γk相交，则 f 沿 Cr(a)的积分可
以分解为经过这些曲线的一部分的积分，f 在分解后的每个积分区域内部都全纯，故总的积分为 0，根据Morera
定理即得 f 在 Br(a)全纯.

借助上述引理，可以得到一类非常简单的延拓：对称延拓

定理 2.12 (Schwarz对称原理)

♥

设域 D关于 R对称，若 f 在 D ∩H全纯，在 D ∩H连续，并且 f(D ∩ R) ⊂ R，则

F (z) =

f(z), z ∈ D ∩H

f(z̄), z ∈ D ∩ (−H)
(2.48)

就是 f 在 D中的解析延拓.

证明 容易验证 F 在 D除去 R的部分全纯，根据 Painleve原理可知 F 在 D中全纯.
直线有对称，圆周也有对称，因此 Schwarz原理可以推广到圆周上.下面定理的陈述中，C+

∞(γ),C−
∞(γ)表示

被圆周 γ 分成的 C∞ 的两部分.

定理 2.13 (推广 Schwarz对称原理)

♥

设域D关于 γ = Cr(z0)对称，若 f 在D ∩C+
∞(γ)全纯，在D ∩ (C+

∞(γ)∩ γ)连续，并且 f(D ∩ γ) ⊂ Γ =

Cρ(w0)，且对任意 z ∈ D ∩ C+
∞(γ), f(z) 6= w0，则 f 可以解析延拓为

F (z) =


f(z), z ∈ D ∩ (C+

∞ ∪ γ)

w0 +
ρ2

f(z0 +
r2

z−a
)− w0

, z ∈ D ∩ C−
∞(γ)

(2.49)

借助 Schwarz对称原理，可以讨论圆环的双全纯等价问题.

命题 2.3

♠

圆环 D = {r1 < |z| < r2}, G = {R1 < |z| < R2}双全纯等价的充要条件是
r2
r1

=
R2

R1
, (2.50)

并且将 D映为 G的双全纯映射必定为

f(z) = eiθ
R2

r2
z或f(z) = eiθ

r1R2

z
. (2.51)

证明 设双全纯映射 f 将 D映为 G，则其必定将 D的边界映为 G的边界，若 f(Cr1) = CR1
, f(Cr2) = CR2

，则
考虑圆环

D1 = {r
2
1

r2
< |z| < r1}, G1 = {R

2
1

R2
< |z| < R1}, (2.52)

它们分别与 D,G关于 Cr1 , CR1
对称，因此 f 可以延拓到 D ∪D1 上，将其映为 G ∪ G1，这种延拓可以重

复进行，最终延拓为 Br2 到 BR2
的双全纯映射，且 f(0) = 0，根据 Schwarz引理可断定 f(z) = eiθ R2

r2
z，而该映

射也是 Br1 到 BR1 的双全纯映射，故 f(z) = eiθ R1

r1
z，即得

r2
r1

=
R2

R1
. (2.53)
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2.3 解析延拓

此外，若 f(Cr1) = CR2 , f(Cr2) = CR1，则映射 g(z) = 1/z将 D映为 D′ = { 1
r2

< |z| < 1
r1
}，此时 f ◦ g就

是上一种情形的映射，因此

f(
1

z
) = eiθ

R2
1
r1

z ⇒ f(z) = eiθ
r1R2

z
, (2.54)

同理可得 r1R2 = r2R1，即 r2/r1 = R2/R1.

2.3.3 单值性定理

定义 2.9 (沿曲线延拓)

♣

若 (f0, D0)为一个解析元素，D0 为圆盘，γ 为连接 a, b的曲线，若存在分割 0 = t0 < · · · < tn+1 = 1即
圆盘 D1, · · · , Dn 使得

Dk ∩Dk+1 6= ∅, γ([tk, tk+1]) ⊂ Dk, (2.55)

以及存在解析元素 (fk, Dk) ∼ (fk+1, Dk+1)，则称 (f0, D0)可以沿曲线 γ 解析延拓到 b.

沿曲线解析延拓实际上就是通过圆盘靠近 b，但是直接解析延拓并不满足传递性，因此一个自然的问题就是
沿同一曲线，选择不同的分割、圆盘得到的延拓结果是否唯一？沿不同曲线的延拓结果是否唯一？首先考虑如
下引理.

引理 2.3

♥
设 (f0, D0) ∼ (g0, G0)，且二者分别沿曲线 γ 延拓到 (fn, Dn), (gm, Gm)，则 (fn, Dn) ∼ (gm, Gm).

证明 可不妨设二者均以分割 0 = t0 < · · · < tn+1 = 1延拓（否则将两个分割归并即可），且 m = n，根据相交
三圆盘的传递引理有

γ(t1) ∈ G0 ∩D0 ∩D1, (g0, G0) ∼ (f0, D1) ∼ (f1, D1) ⇒ (f1, D1) ∼ (g0, G0), (2.56)

γ(t1) ∈ D1 ∩G0 ∩G1, (f1, D1) ∼ (g0, G0) ∼ (g1, G1) ⇒ (f1, D1) ∼ (g1, G1), (2.57)

以此类推即得 (fn, Dn) ∼ (gn, Gn).
这就说明沿同一曲线的延拓是相同的，下面主要讨论后一问题，首先引入一个拓扑概念.

定义 2.10 (同伦)

♣

设 γ0, γ1 为域 D内连接 a, b的两条曲线，若存在连续映射 ϕ(t, s) : [0, 1]2 → Ω满足

ϕ(t, 0) = ϕ0(t) = γ0(t), ϕ(t, 1) = ϕ1(t) = γ1(t), (2.58)

ϕ(0, s) = a, ϕ(1, s) = b, (2.59)

则称 γ0, γ1 在 Ω内同伦.

注容易验证同伦是等价关系.
同伦的几何意义就是将曲线 γ0连续变化为 γ1，并且始终保持起点与终点不变，过程中的任意时刻，ϕ(t, s) =

γs(t)也是一条曲线（可以想象橡皮筋）.

定理 2.14 (单值性定理)

♥

设 (f0, D0)为解析元素且能在 Ω内任意解析延拓，a ∈ D0 ⊂ Ω，γ0, γ1 为 Ω内连接 a, b的两条同伦曲线，
记 (fs,ns

, Ds,ns
)为 (f0, D0)沿 γs 解析延拓到 b的解析元素，则

(f0,n0
, D0,n0

) ∼ (f1,n1
, D1,n1

). (2.60)

证明 对于固定的 s ∈ [0, 1]，存在圆盘 Ds,0, · · · , Ds,ns
覆盖 γs 且相邻有交，令 Gs =

⋃ns

k=0 Ds,k，并且

ε = d(∂Gs, γs) > 0, (2.61)
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2.3 解析延拓

根据 ϕ的一致连续性，存在 δ，当 |s− s′| < δ时有

|γs(t)− γs′(t)| < ε, (2.62)

也就是说对任意 s′ ∈ (s− δ, s+ δ) ∩ [0, 1]，Gs同样覆盖 γs′，因此 (fs,ns
, Ds,ns

)也可以看作是沿 γs的延拓，
故 (fs,ns , Ds,ns) ∼ (fs′,ns′ , Ds′,ns′ )，这就说明对任意 s ∈ [0, 1]，存在区间∆s = (s− δ, s+ δ)，对任意 s′, s′′ ∈ ∆s

有

(fs′′,ns′′ , Ds′′,ns′′ ) ∼ (fs′,ns′ , Ds′,ns′ ), (2.63)

因此 [0, 1]可取有限覆盖 ∆s1 , · · · ,∆sN，得到 [0, 1]的分割 0 = s0 < s1 < · · · < sN = 1，使得

(f0,n0
, D0,n0

) ∼ (fs1,ns1
, Ds1,ns1

) ∼ · · · ∼ (f1,n1
, D1,n1

), (2.64)

得证.
由于单连通区域中任意两条曲线均同伦，因此可以得到推论

推论 2.2

♥

设 Ω为单连通区域，(f0, D0)为解析元素且能在 Ω内任意解析延拓，a ∈ D0 ⊂ Ω，则存在 Ω内的单值解
析函数 f，使得 f |D0 = f0.

证明 对任意 b ∈ Ω，用曲线 γ连接 a, b，设 (f0, D0)沿 γ解析延拓到 (fn, Dn)，b ∈ Dn，则可定义 f(b) = fn(b)，
单值性定理保证了这种定义的良好性，根据 b的任意性即定义出了 Ω中的全纯函数 f，并且显然 f |D0

= f0，得
证.
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第 3章 Laurent展开与亚纯函数

3.1 Laurent级数
前面证明过，全纯函数在局部可以展开为幂级数，而对于圆环中的全纯函数，也可以展开为幂级数的推广：

Laurent级数.

定义 3.1 (Laurent级数)

♣

称级数
∞∑

n=−∞
an(z − z0)

n =

∞∑
n=0

an(z − z0)
n +

∞∑
n=1

a−n(z − z0)
−n (3.1)

为 Laurent级数，其收敛当且仅当右式两部分（分别称为全纯部分与主要部分）均收敛.

Laurent级数实际上就是将幂级数推广到了“负幂”，其收敛性取决于后面两部分.根据幂级数的理论可以得
到：

命题 3.1

♠

若 Laurent级数的全纯部分在 |z| = r收敛，则其在 |z| < r收敛.
若 Laurent级数的全纯部分在 |z| = R收敛，则其在 |z| > R收敛.
若 Laurent级数在圆环 {z : r < |z| < R}收敛，则其在该区域内闭一致收敛，且和函数全纯.

有了上述结论，可以给出本节的核心定理

定理 3.1

♥

设 f 为区域 D = {z : r < |z − z0| < R}中的全纯函数，则 f 可以展开为 Laurent级数

f(z) =

∞∑
n=−∞

an(z − z0)
n, an =

1

2πi

∫
Cε(z0)

f(ζ)

(ζ − z0)n+1
dζ, (3.2)

并且这种展开是唯一的.

证明 对任意 z ∈ D，取 r1, r2 使得

r < r1 < |z − z0| < r2 < R, (3.3)

则根据 Cauchy积分公式有

f(z) =
1

2πi

∫
Cr2

(z)

f(ζ)

ζ − z
dζ − 1

2πi

∫
Cr1

f(ζ)

ζ − z
dζ, (3.4)

设 |f(z)| ⩽ M < ∞(r1 < |z| < r2)，则对任意 ζ ∈ Cr1(z0)有

1

ζ − z
= − 1

z − z0

1

1− ζ−z0
z−z0

= −
∞∑

n=1

(ζ − z0)
n−1

(z − z0)n
, (3.5)

f(ζ)

ζ − z
= −

∞∑
n=1

f(ζ)
(ζ − z0)

n−1

(z − z0)n
, (3.6)∣∣∣∣f(ζ)(ζ − z0)

n−1

(z − z0)n

∣∣∣∣ ⩽ M

|z − z0|

Å
r1

|z − z0|

ãn−1

, (3.7)

根据控制收敛定理可以逐项积分

1

2πi

∫
Cr1 (z0)

f(ζ)

ζ − z
dζ = −

∞∑
n=1

Ç
1

2πi

∫
Cr1 (z0)

f(ζ)

(ζ − z0)−n+1
dζ

å
(z − z0)

−n, (3.8)



3.2 奇点与亚纯函数

类似地，对任意 ζ ∈ Cr2(z0)有

1

ζ − z
=

1

ζ − z0

1

1− z−z0
ζ−z0

=

∞∑
n=0

(z − z0)
n

(ζ − z0)n+1
, (3.9)

f(ζ)

ζ − z
= −

∞∑
n=0

f(ζ)
(z − z0)

n

(ζ − z0)n+1
, (3.10)∣∣∣∣f(ζ)(z − z0)

n

(ζ − z0)n+1

∣∣∣∣ ⩽ M

r2

Å |z − z0|
r2

ãn
, (3.11)

同样根据控制收敛定理有

1

2πi

∫
Cr2

(z0)

f(ζ)

ζ − z
dζ = −

∞∑
n=1

Ç
1

2πi

∫
Cr2

(z0)

f(ζ)

(ζ − z0)n+1
dζ

å
(z − z0)

n, (3.12)

再将上面的圆周收缩到 z0 附近，即得证.若 f 还存在另外的展开，记其系数为 a′n，则逐项积分可得

am =
1

2πi

∫
Cε(z0)

f(ζ)

(ζ − z0)m+1
dζ =

∞∑
−∞

a′n
1

2πi
(ζ − z0)

n−m−1dζ = a′m. (3.13)

3.2 奇点与亚纯函数

定义 3.2 (孤立奇点)

♣称 z0 ∈ C为函数 f 的孤立奇点，若 f 在 z0 的一个去心邻域中全纯（往往在 z0 处不全纯）.

注类似可定义“孤立奇点集的极限点”为非孤立奇点，本节大多讨论孤立奇点.
根据 f 在孤立奇点附近的形态，可以将之分为三类：
可去奇点：limz→z0 f(z) = A 6= ∞.
极点：limz→z0 f(z) = ∞.
本性奇点：limz→z0 f(z)不存在.
其中可去奇点是最平凡的，我们通过添加定义修补了 f，下面的定理给出了可去奇点的进一步刻画.

定理 3.2 (Riemann可去奇点定理)

♥z0 为 f 的可去奇点当且仅当 f 在 z0 附近有界.

证明 可去奇点显然满足局部有界，反之若 f 在 {0 < |z − z0| < R}中全纯，则将其展开可得

f(z) =

∞∑
n=−∞

an(z − z0)
n, (3.14)

取 0 < r < R，可估计其负幂系数

|a−n| =
∣∣∣∣∣ 1

2πi

∫
Cr(z0)

f(ζ)

(ζ − z0)−n+1

∣∣∣∣∣ (3.15)

⩽ Mrn, (3.16)

令 r → 0可知 a−n = 0，故 f 只有全纯部分，显然其在 z0 处有有限极限.
注意到

f(z) → ∞ ⇐⇒ 1

f(z)
→ 0, (3.17)

因此极点与零点有非常紧密的联系，容易证明

命题 3.2

♠
z0 为 f 的极点当且仅当 z0 为 1/f 的零点.
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3.2 奇点与亚纯函数

证明 极限发散是显然的，根据唯一性定理，孤立性也是显然的.
仿照零点，可以定义极点的阶数.

定义 3.3

♣
若 z0 为 1/f 的m阶零点，则称 z0 为 f 的m阶极点.

推论 3.1

♥

若 z0 为 f 的m阶极点，则 f 的 Laurent展开的主要部分只有有限项，即

f(z) =

∞∑
n=−m

an(z − z0)
n, (3.18)

并且其中 z−m 6= 0.换句话说 (z − z0)
mf(z)为全纯函数.

最后讨论本性奇点，它有一些非常神奇的性质.

定理 3.3 (Weierstrass)

♥
设 z0 为 f 的本性奇点，则对任意 A ∈ C∞，存在点列 zn → z0 使得 f(zn) → A.

证明 发散子列是显然的，若对于某个有限的A不存在这样的子列，也就是存在 ε0 > 0, δ > 0，对任意 |z−z0| < δ

有

|f(z)−A| ⩾ ε0,
1

|f(z)−A|
⩽ 1

ε0
, (3.19)

根据 Riemann可去奇点定理，z0 为 g(z) = 1/(f(z)− A)的可去奇点，若 g(z) = 0，则 z0 为 f(z)− A的极
点，矛盾；若 g(z) 6= 0，则 z0 为 f(z)−A的可去奇点，同样矛盾，故一开始的假设不成立.
上面的定理表明，z0 领域的像在扩充复平面是稠密的，与之类似有如下定理

定理 3.4 (Picard小定理)

♥
任意非常值整函数的值域或为 C，或为 C− {z0}.

定理 3.5 (Picard大定理)

♥全纯函数在本性奇点的领域内无穷多次取到所有有限复值，且至多只有一个例外.

上述定理的证明暂略.
如果考虑无穷远点，也可以讨论其奇性.

定义 3.4 (无穷远奇点)

♣
若 ζ = 0为 g(ζ) = (1/ζ)的可去奇点/极点/本性奇点，则称 z = ∞为 f(ζ)的可去奇点/极点/本性奇点.

若∞为 f 的孤立奇点，则 g(ζ) = f(1/ζ)在原点的邻域 {0 < |z| < 1/R}中有 Laurent展开

g(ζ) =

∞∑
n=−∞

anζ
n, (3.20)

因此 f 在无穷远点的邻域 {R < |z| < ∞}中也有展开

f(z) =

∞∑
n=−∞

bnz
n =

∞∑
n=−∞

a−nz
n, (3.21)

根据前面的结论，若∞为 f 的可去奇点（0为 g的可去奇点），则

f(z) =

0∑
n=−∞

bnz
n, (3.22)
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3.3 留数定理

若∞为 f 的m阶极点（0为 g的m阶极点），则

f(z) =

m∑
n=−∞

bnz
n, (3.23)

而当∞为 f 的本性奇点时，上面的展开的幂级数部分有无穷多项，因为是相对于无穷远点，因此称负幂级
数为全纯部分，正幂级数为主要部分.

推论 3.2

♥

1. 在无穷远处全纯的整函数一定是常数.
2. 若无穷远点为整函数 f 的m阶极点，则 f 是一个m阶多项式.

若无穷远点为整函数 f 的本性奇点，则称 f 为超越整函数.

3.2.1 整函数与亚纯函数

前面的章节主要讨论了全纯函数，但大多情况下函数会存在奇点，此时则对应了更广的亚纯函数

定义 3.5 (亚纯函数)

♣若 f 在域 D除了极点外的部分全纯，则称 f 为 D上的亚纯函数.

注一般不特别说明 D时，默认为 C中的亚纯函数，即在 C中除极点外无其它奇点的函数.
下面讨论无穷远点的性质对亚纯函数性质的影响.

定理 3.6

♥若 z = ∞为亚纯函数 f 的可去奇点或极点，则 f 为有理函数.

证明 此时存在 R，使得 f 在 {R < |z| < ∞}中全纯，且在 {|z| ⩽ R}中只有有限个极点（否则与孤立性矛盾），
记为 p1, · · · , pn，设 hj 为 f 在 pj 处 Laurent展开的主要部分（它们都是负幂多项式），在令 g(z)为 f 在无穷远
点的主要部分，此时

F (z) = f(z)− g(z)−
n∑

k=1

hj(z) (3.24)

为 C∞ 上的全纯函数，因此 F 为常数，f 为有理函数.
上面的定理也顺便证明了一个代数的结论：任何有理函数都能唯一分解成部分分式之和.
作为上述结论的应用，可以讨论 C,C∞ 的全纯/亚纯自同构群.

定理 3.7

♥
Aut (C)由所有一次多项式组成.

证明 设整函数 f ∈ Aut (C)，若无穷远点为本性奇点，则对任意 A ∈ C，存在发散点列

zn → ∞, f(zn) = wn → A, (3.25)

两边取逆可得 zn = f−1(wn) → ∞，即 A为 f−1 的极点，与 f−1 ∈ Aut (C)为整函数矛盾，因此无穷远点
只能为 f 的极点（否则 f 为常值），即 f 为多项式，但高于一次的多项式不会是单叶的，因此 f 为一次多项式.

定理 3.8

♥
Aut (C∞)由所有Mobius变换组成.

证明 Aut (C∞)中的函数 f 均为 C∞ 中的亚纯函数，即无穷远点为 f 的可去奇点或极点，f 为有理函数，根据
单叶性（对任意 y ∈ C∞，求根反解 x）可知 f 只能为分式线性函数.
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3.3 留数定理

3.3 留数定理
Cauchy定理表明，对于圆盘 D内的全纯函数 f，其沿其中任意简单闭曲线积分为 0，而对于去心圆盘中的

全纯函数则未必有这样的性质（比如考虑 1/z），但此时可以作展开

f(z) =

∞∑
n=−∞

an(z − z0)
n, (3.26)

对上式逐项积分可得

1

2πi

∫
Cr(z0)

f(z)dz =

∞∑
n=−∞

an

ñ
1

2πi

∫
Cr(z0)

(z − z0)
ndz

ô
= a−1, (3.27)

也就是说亚纯函数在孤立奇点附近圆周的积分只与 Laurent展开的 a−1 项有关，因此定义该值为留数.

定义 3.6 (留数)

♣

若 z0 为 f 的孤立奇点，则定义 z0 处的留数为

Res (f, z0) =
1

2πi

∫
Cε(z0)

f(z)dz. (3.28)

注特别的，若无穷远点也为孤立奇点，则存在 R > 0使得函数在 {R < |z| < ∞}全纯，因此可定义无穷远点的
留数为

Res (f,∞) = − 1

2πi

∫
CM (0)

f(z)dz. (3.29)

由定义可以看出，留数大多情况可以根据 Laurent展开求得，但对于一些特殊情形，也有更简便的方法.

命题 3.3

♠

若 a为 f 的m阶极点，则

Res (f, a) =
1

(m− 1)!
lim
z→a

dm−1

dzm−1
[(z − a)mf(z)], (3.30)

特别当m = 1时有

Res (f, a) = lim
z→a

(z − a)f(z). (3.31)

证明 此时存在全纯函数 g满足 f(z) = g(z)/(z − a)m，由 Cauchy积分公式可得

Res (f, a) =
1

2πi

∫
Cε(z0)

f(z)dz =
1

2πi

∫
Cε(z0)

g(z)

(z − a)m
dz (3.32)

=
g(m)(a)

(m− 1)!
=

1

(m− 1)!
lim
z→a

dm−1

dzm−1
[(z − a)mf(z)]. (3.33)

定义留数的意义在于将函数的积分转化为求某些点留数的值，即下面非常重要的留数定理.

定理 3.9 (留数定理)

♥

若 f 在域 U 中除去 z1, · · · , zn 全纯，在 U 中除去 z1, · · · , zn 连续，∂U 为简单可求长闭曲线，则∫
∂U

f(z)dz = 2πi

∞∑
k=1

Res (f, zk) . (3.34)

推论 3.3

♥

若 f 在 C∞ 中除去 z1, · · · , zn,∞外全纯，则 f 在这些孤立奇点的留数之和为 0，即

Res (f,∞) +

n∑
k=1

Res (f, zk) = 0. (3.35)
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3.3 留数定理

借助留数定理，可以得到一些非常精彩的结论.

3.3.1 辐角原理与 Rouche定理

定理 3.10 (辐角原理)

♥

设 f 在域D中亚纯，γ为D中的可求长闭曲线，f 在 γ内的零点为 a1, · · · , an，极点为 b1, · · · , bm（均记
重数），则对任意 D中的全纯函数 φ有

1

2πi

∫
γ

φ(z)
f ′(z)

f(z)
dz =

n∑
k=1

φ(ak)−
m∑

k=1

φ(bk). (3.36)

证明 只需分别计算左边在所有零点、极点附近的积分，设 a为 f 的 t阶零点，则

f(z) = (z − a)tg(z), f ′(z) = (z − a)tg′(z) + t(z − a)t−1g(z), (3.37)

其中 g全纯且 g(a) 6= 0，因此
1

2πi

∫
Cε(a)

φ(z)
f ′(z)

f(z)
dz =

1

2πi

∫
Cε(a)

φ(z)

ï
g′(z)

g(z)
+

t

z − a

ò
dz = tφ(a). (3.38)

设 b为 f 的 t阶极点，则

f(z) = (z − b)−th(z), f ′(z) = (z − b)−th′(z)− t(z − b)−t−1h(z), (3.39)

其中 h全纯且 h′(b) 6= 0，因此
1

2πi

∫
Cε(b)

φ(z)
f ′(z)

f(z)
dz =

1

2πi

∫
Cε(b)

φ(z)[
h′(z)

h(z)
− t

z − b
]dz (3.40)

= −tφ(b). (3.41)

若 f 将 γ 映为可求长曲线 Γ，则令 w = f(z)有
1

2πi

∫
γ

f ′(z)

f(z)
dz =

1

2πi

∫
Γ

dw

w
, (3.42)

右边式子中的
∫
Γ

dw
w 有很明确的几何含义，它表示 w = Γ(t) = f(γ(t))辐角的变化，并且 Γ为闭曲线说明

它是 2πi的整数倍，这个整数被称为绕原点的卷绕数，或者说绕原点的“净圈数”，可以引入记号
1

2πi

∫
Γ

dw

w
=

1

2πi
∆ΓLogw =

1

2π
∆Γ argw, (3.43)

回到辐角原理，特别当 φ(z) = 1时，它说明
1

2π
∆γ arg f(z) =

1

2πi

∫
γ

f ′(z)

f(z)
dz = N − P, (3.44)

这里 N,P 分别表示 f 在 γ 内部的零点、极点个数

定理 3.11 (Rouche定理)

♥

设 f, g为域 D中的亚纯函数，γ 为 D中的可求长简单闭曲线且内部包含在 D中，若当 z ∈ γ 时有

|f(z) + g(z)| < |f(z)|+ |g(z)| < ∞, (3.45)

则 f, g在 γ 内部各自的零点、极点数量之差相同.

证明 根据条件可知 f, g在 γ 上无极点、零点，令 φ(z) = f(z)/g(z)，则∣∣∣∣f(z)g(z)
+ 1

∣∣∣∣ < |f(z)|
|g(z)|

+ 1 (3.46)

说明 φ(γ) ⊂ C− [0,∞)，因此可取单值分支，此时

0 =
1

2πi

∫
γ

(logφ(z))′dz =
1

2πi

∫
γ

φ′(z)

φ(z)
dz (3.47)
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3.3 留数定理

=
1

2πi

∫
γ

f ′(z)g(z)− f(z)g′(z)

f(z)g(z)
dz (3.48)

=
1

2πi

∫
γ

f ′(z)

f(z)
dz − 1

2πi

∫
γ

g′(z)

g(z)
dz (3.49)

= (Nf − Pf )− (Ng − Pg). (3.50)

推论 3.4

♥

设 f, g为域 D中的亚纯函数，γ 为 D中的可求长简单闭曲线且内部包含在 D中，若当 z ∈ γ 时有

|g(z)| < |f(z)| < ∞, (3.51)

则 f 与 f ± g在 γ 内部各自的零点、极点数量之差相同.

证明 注意到

|f(z)− (f(z)± g(z))| = |g(z)| < |f(z)| ⩽ |f(z)|+ |f(z)± g(z)| < ∞. (3.52)

借助 Rouche定理可以研究解析函数的零点，它表明对函数 f 添加一个微扰 g 后，零点与极点的差不变.首
先给出代数基本定理的又一证明.

定理 3.12 (代数基本定理)

♥n次复系数多项式在 C中有 n个根（记重数）.

证明 设 f(z) =
∑n

k=0 akz
k, an 6= 0，则存在 R > 0使得对任意 z ∈ CR(0)有∣∣∣∑n−1

k=0 akz
k
∣∣∣

Rn + |
∑n

k=0 akz
k|

⩽
∑n−1

k=0 |ak|Rk

Rn
< 1, (3.53)

因此 f(z)与 g(z) = anz
n在 CR(0)中有相同数量的零点（因为二者无极点），而后者的零点为 n重的 0，得

证.

3.3.2 Rouche定理的推论

借助 Rouche定理，可以证明一些结论，这里例举一二.

定理 3.13 (开映射定理)

♥
设 f 为域 D上非常数的全纯函数，则 f(D)也是域.

证明 先证 f(D)为开集，任取 w0 = f(z0) ∈ f(D)，只需证明对任意 ε > 0，存在 δ 使得 Bδ(w0) ⊂ f(Bε(z0))，
也就是说对任意与 w0 充分近的 w，w包含在 f 的像集中（即存在 z使得 f(z) = w）.令

g(z) = f(z)− w = (f(z)− w0) + (w0 − w) = F (z) +G(z), (3.54)

对任意 ε > 0（满足 Bε(z0) ⊂ Ω，并且在边界 C 有 f(z) 6= w0），取 δ > 0 使得对任意 z ∈ C 都有
|f(z)− w0| ⩾ δ，这时只要 |w − w0| < δ就有

|F (z)| = |f(z)− w0| > |w0 − w| = |G(z)|, (3.55)

根据 Rouche定理可知 g在 Bε(z0)中有与 F 相同数量零点，得证.
另一方面，D中任何连接 a, b ∈ D的曲线 γ，其像 f(γ)在 f(D)中连接 f(a), f(b)，故 f(D)连通，故为域.
使用同样的手法，可以证明如下推论

推论 3.5

♥

设 f 为域D上的全纯函数，z0 ∈ D,w0 = f(z0)，若 z0为 f(z)−w0的m阶零点，则对任意 ε > 0，存在
δ > 0使得对任意 a ∈ B(w0, δ)，f(z)− a在 B(z0, ρ)中恰有m个零点.
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3.3 留数定理

定理 3.14 (Hurwitz)

♥

设 {fn}为域D中的全纯函数列，在D中内闭一致收敛到不恒为零的 f，设 γ 为D中的可求长简单闭曲
线，其内部属于 D且不经过 f 的零点，则必然存在正整数 N，对任意 n > N，fn, f 在 γ 内部的零点个
数相同.

证明 显然 f(z)全纯，设 infz∈γ{|f(z)|} = ε > 0，则存在N，对任意 n > N 有 ||fn − f || < ε，因此对任意 z ∈ γ

有

|fn(z)− f(z)| < ε ⩽ |f(z)|, (3.56)

根据 Rouche定理，f, fn 在 γ 内部有相同数量的零点.

推论 3.6

♥

设 {fn}为域D上的单叶全纯函数列，在在D中内闭一致收敛到不恒为常数的 f，则 f 也在D上单叶全
纯.

证明 显然 f 全纯，若 f 不是单叶则存在 z1 6= z2 ∈ D, f(z1) = f(z2)，令 F (z) = f(z)− f(z1)，则 F 在 D中有
至少两个零点，取两个小圆周各包含 F 的一个零点，且不经过 F 的零点，根据 Hurwitz定理，存在 N，对任意
n > N，Fn(z) = fn(z)− f(z1)在两个小圆周内各有一个零点，这与 fn 的单叶性矛盾，故 f 单叶.

最后借助开映射定理证明最大模原理.

定理 3.15 (最大模原理)

♥设 f 为区域 D中的非常值全纯函数，则 f 不能在 Ω内部取最大值.

证明 假设 f 在 z0 ∈ D◦ 中取到最大值，D ⊂ D为以 z0 为中心的开圆盘，则根据开映射定理可知 f(D)为包含
f(z0)的开集，这说明某个 Br(f(z0)) ⊂ f(D)，也就是说存在 z ∈ D使得 |f(z)| > |f(z0)|，与 z0 处的最大性矛
盾.

3.3.3 留数定理的计算实例

留数定理的一大应用是计算 R中的反常积分，下面来讨论这一大类问题.

¶实直线上的积分

定理 3.16

♥

设 f 在上半平面 {Im z > 0} 中除去 a1, · · · , an 外全纯，在 {Im z ⩾ 0} 中除去 a1, · · · , an 连续，若
lim
z→∞

zf(z) = 0，则 ∫ ∞

−∞
f(x)dx = 2πi

n∑
k=1

Res (f, ak) . (3.57)

证明 取充分大的 R使得 a1, · · · , an ∈ B0(R) ∩ {Im z > 0}，记 γR = Reiθ, θ ∈ [0, π]，则由留数定理可得∫ R

−R

f(x)dx+

∫
γR

f(z)dz = 2πi

n∑
k=1

Res (f, ak) , (3.58)

记M(R) = max{|f(z)| : z ∈ γR}，则∣∣∣∣∣
∫
γR

f(z)dz

∣∣∣∣∣ ⩽
∣∣∣∣∫ π

0

f(Reiθ)Rieiθdθ

∣∣∣∣ (3.59)

⩽ πRM(R) → 0, (3.60)
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3.3 留数定理

故令 R → ∞可得 ∫ ∞

−∞
f(x)dx = 2πi

n∑
k=1

Res (f, ak) . (3.61)

推论 3.7

♥

设 P,Q为既约多项式，degQ− degP ⩾ 2，Q无实零点，在上半平面的零点有 a1, · · · , an，则∫ ∞

−∞

P (z)

Q(z)
dz = 2πi

n∑
k=1

Res

Å
P (z)

Q(z)
, ak

ã
. (3.62)

对于 eiaxf(x)型函数的积分，考虑如下引理.

引理 3.1 (Jordan)

♥

设 f 在 {R0 ⩽ |z| < ∞, Im z ⩾ 0}连续且 lim
z→∞

f(z) = 0，则对任意 a > 0有

lim
R→∞

∫
γR

eiazf(z)dz = 0, (3.63)

其中 γR = Reiθ, θ ∈ [0, π], R ⩾ R0.

证明 记M(R) = max{|f(z)| : z ∈ γR}，则∣∣∣∣∣
∫
γR

eiazf(z)dz

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∫ π

0

eiaR cos θe−aR sin θf(Reiθ)Rieiθdθ

∣∣∣∣ (3.64)

⩽ RM(R)

∫ π

0

e−aR sin θdθ (3.65)

= 2RM(R)

∫ π/2

0

e−aR sin θdθ (3.66)

⩽ 2RM(R)

∫ π/2

0

e−
2
π aRθdθ (3.67)

=
π

2
M(R)(1− e−aR) → 0. (3.68)

其中用到了不等式

sin θ ⩾ 2

π
θ, θ ∈ [0,

π

2
]. (3.69)

定理 3.17

♥

设 f 在上半平面 {Im z > 0} 中除去 a1, · · · , an 外全纯，在 {Im z ⩾ 0} 中除去 a1, · · · , an 连续，若
lim
z→∞

f(z) = 0，则 ∫ ∞

−∞
eiaxf(x)dx = 2πi

n∑
k=1

Res
(
eiazf(z), ak

)
. (3.70)

证明 取充分大的 R使得 a1, · · · , an ∈ B0(R) ∩ {Im z > 0}，记 γR = Reiθ, θ ∈ [0, π]，则由留数定理可得∫ R

−R

f(x)dx+

∫
γR

f(z)dz = 2πi

n∑
k=1

Res (f, ak) , (3.71)

根据 Jordan引理有

lim
R→∞

∫
γR

eiazf(z)dz = 0, (3.72)

得证.
分别对上面的结果取实部、虚部，可以得到 f(x) sin ax, f(x) cos ax型函数的积分，在此不给出.
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3.3 留数定理

引理 3.2

♥

设 f 在扇形区域

G = {a+ ρeiθ : 0 < ρ ⩽ ρ0, θ0 ⩽ θ ⩽ θ0 + α} (3.73)

连续，若 lim
z→a

(z − a)f(z) = A，则对 γρ = {a+ ρeiθ : θ0 ⩽ θ ⩽ θ0 + α}有

lim
ρ→0

∫
γρ

f(z)dz = iAα. (3.74)

证明 令 g(z) = (z − a)f(z)−A，则 lim
z→a

g(z) = 0，若记Mρ = sup{|g(z)| : z ∈ γρ}，则∣∣∣∣∣
∫
γ

g(z)

z − a
dz

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
∫ θ0+α

θ0

g(a+ ρeiθ)

ρeiθ
ρieiθdθ

∣∣∣∣∣ (3.75)

⩽ Mρα → 0, (3.76)

因此 ∫
γρ

f(z)dz = iAα+

∫
γρ

g(z)

z − a
dz → iAα. (3.77)

¶正半轴的积分

¶两种特殊的积分

最后讨论一类特殊的积分，它在物理学中有很多应用.
例 3.1试计算 Fresnel积分 ∫ ∞

0

cosx2dx,

∫ ∞

0

sinx2dx. (3.78)

计算思路与前面相同，考虑函数 f(z) = eiz
2

以及扇形围道

图 3.1: 扇形围道

根据 Cauchy定理有 ∫ R

0

eix
2

dx = −
∫
γR

eiz
2

−
∫
γ2

eiz
2

dz, (3.79)

其中 ∫
γR

eiz
2

dz = i

∫ π/4

0

ei(R
2 cos 2θ+θ)e−R2 sin θdθ, (3.80)∣∣∣∣∣

∫
γR

eiz
2

dz

∣∣∣∣∣ ⩽ π

4
Re−R2/

√
2 → 0, R → ∞, (3.81)

以及

−
∫
γ2

eiz
2

dz = −eiπ/4
∫ R

0

e−r2dr →
√
π

2
eiπ/4, (3.82)

21



3.4 因子分解定理

这里用到了 Gauss积分，因此∫ ∞

0

eiz
2

dz =

√
2π

4
+

√
2π

4
i =

∫ ∞

0

cos z2dz + i

∫ ∞

0

sin z2dz, (3.83)

由此得到 ∫ ∞

0

cosx2dx =

∫ ∞

0

sinx2dx =

…
π

8
. (3.84)

3.4 因子分解定理
给定亚纯函数，可以得到其极点，以及其在极点附近 Laurent展开的主部，那么反之，给定一列（无极限点

的）极点 z1, z2, · · · 以及主部 P1(z), P2(z), · · · ,，是否存在亚纯函数 f(z)恰好以这些点为极点，以对应主部为主
部？如果给定一列零点以及阶数，是否依然存在对应的整函数？

上述问题的答案都是肯定的，下面来讨论这些问题.
对于极点的情形，首先考虑特殊情况，若 f 在 C∞ 全纯，则其为有理函数，有理函数的部分分式表示实际

上就是将各主部依次求和.但当这些主部为无穷时直接求和未必收敛，这时需要考虑添加一些“修正项”.

定理 3.18 (Mittag-Leffler)

♥

设 z1, z2, · · · 为一发散点列，给定部分分式

Pk(z) =

mk∑
j=1

akj
(z − zk)j

, (3.85)

则存在亚纯函数以 z1, z2, · · · 为极点，且在 zk 附近的主要部分为 Pk.

证明 不妨设 zk 6= 0（否则作平移），则将 Pk 在 0处作 Taylor展开得到

Pk(z) =

∞∑
l=0

ck,lz
l, (3.86)

且其收敛半径为 rk = |zk|，令 hk =
∑Nk

l=0 cklz
l，取Mk = max{|Pk(z)| : |z| = rk/2}，则当 z ∈ B(0, rk/4)时

|Pk(z)− hk(z)| =

∣∣∣∣∣∣
∞∑

l=Nk+1

cklz
l

∣∣∣∣∣∣ ⩽ ∑
l=Nk+1

|ckl|
(rk
4

)l
(3.87)

⩽
∑

l=Nk+1

Mk(
rk
2

)l (rk4 )l (3.88)

⩽ Mk

2Nk
, (3.89)

再取 Nk 充分大使得Mk/2
Nk ⩽ 1/2k，因此

∞∑
n=m+1

|Pn(z)− hn(z)| ⩽
∞∑

n=m+1

1

2n
, (3.90)

这说明
∑∞

k=1(Pn(z)−hn(z))在 C−{zn : n ∈ N}内闭一致收敛到一个亚纯函数 f，且在 zk处的主部为 Pk.
也就是说，满足上述条件的亚纯函数有形式

f(z) =

∞∑
n=1

(Pn(z)− hn(z)) + g(z), (3.91)

其中 g(z)为整函数.
例 3.2考虑 f(z) = cot z = cos z/ sin z，其极点为 z = nπ, n ∈ Z且均为一阶，且在 z = nπ处的主部为 1/(z−nπ)，
对 n 6= 0处作修正 1/nπ，则存在全纯函数 g使得

cot z =
1

z
+
∑
n ̸=0

Å
1

z − nπ
− 1

nπ

ã
+ g(z), (3.92)

实际上，上面的修正非常完美，使得 g(z) = 0.
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3.4 因子分解定理

下面考虑第二类情形，即根据零点刻画整函数，首先考虑一些无穷乘积的性质.

定理 3.19

♥
设 {ak(z)}在 Ω中有界，且

∑∞
k=1 |ak(z)|一致收敛，则

∏∞
k=1(1 + ak(z))在 Ω上一致收敛到某个 f(z).

证明 此时 ∣∣∣∣∣
∞∏
k=1

(1 + ak(z))

∣∣∣∣∣ ⩽ e
∑∞

k=1 |ak(z)|, (3.93)

故无穷乘积一致收敛.

定理 3.20

♥

设 fn(z)为区域D上的全纯函数且均不恒为 0，若
∑∞

k=1 |fn(z)−1|在D上内闭一致收敛，则
∏∞

k=1 fn(z)

在 D 上内闭一致收敛到 D 上的全纯函数 f，且若 f(z0) = 0，则存在有限的 n1, · · · , nk 使得 fn1(z0) =

· · · = fnk
(z0) = 0.

定义因子

E0(z) = 1− z, Ep(z) = (1− z)ez+
z2

z +···+ zp

p , (3.94)

定理 3.21

♥

设 {zn}为发散点列，若自然数列 {pn}满足
∞∑

n=1

Å
r

|zn|

ãpn+1

< ∞, (3.95)

则
∏∞

n=1 Epn
(z/zn)为以 zn 为全部两点的整函数.

定理 3.22 (Weierstrass)

♥

设 f 为整函数，f(0) 6= 0，设 z1, z2, · · · 为 f 的全部零点，则存在整函数 g以及 p1, p2, · · · 使得

f(z) = eg(z)
∞∏

n=1

Epn
(z/zn). (3.96)
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第 4章 几何理论

4.1 Mobius变换

定义 4.1 (Mobius变换/分式线性变换)

♣

由函数

f(z) =
az + b

cz + d
, ad− bc 6= 0 (4.1)

给出的 C中的变换称为Mobius变换.

注当 ad− bc = 0时，上面的 f 将复平面映为常值.
Mobius变换是复平面上最简单的一类变换，取一些特殊值可以发现它可以表示四种基本几何变换：

1. 平移变换：z 7→ z + a.
2. 旋转变换：z 7→ eiθz.
3. 伸缩变换：z 7→ rz(r 6= 0).
4. 反演变换：z 7→ 1/z.
反过来，由于

f(z) =
az + b

cz + d
=

bc− ad

c2
(
z + d

c

) + a

c
, (4.2)

因此任何Mobius变换都可以表示为四种变换的复合.

推论 4.1

♥任何Mobius变换都可以表示为平移、旋转、伸缩、反演变换的复合.

正因如此，对Mobius变换的讨论可以归结到对四种基本几何变换的讨论上，而前三种变换属于非常熟悉的
仿射变换，因此大多只需讨论反演的情形.

4.1.1 Mobius变换的几何特性

事实上，直线可以看作圆心在无穷远处的圆周，在这种观察下，Mobius变换具有非常好的“保圆性”

命题 4.1

♠Mobius变换将圆周映为圆周.

证明 只需证明反演变换将圆周映为圆周，设有圆周

Azz̄ + B̄z +Bz̄ + C = 0, (4.3)

其中 A,C ∈ R, B ∈ C, |B|2 − CA > 0，则其反演像 w = 1/z满足

Cww̄ +Bz + B̄z̄ +A = 0, (4.4)

这里 A,C ∈ R, B ∈ C, |B|2 −AC > 0，也为圆周.
使用同样的手法可以证明

推论 4.2

♥若Mobius变换将圆周 Γ1 映为 Γ2，则其同时将关于 Γ1 的一对对称点映为 Γ2 的一对对称点.

如果考虑单位圆周，那么复平面上只有 0没有有限的对称点，为了解决这一问题，我们在复平面中添加无



4.1 Mobius变换

穷远点，考虑扩充复平面 C∞.作这一扩充后的Mobius变换满足

f(∞) =
a

c
, f(−d

c
) = ∞, (4.5)

容易验证：

定理 4.1

♥Mobius变换是扩充复平面 C∞ 上的双射.

并且很容易求出其逆映射为

f−1(z) =
dz − b

−cz + a
. (4.6)

研究一类几何变换，一个重要的思想是寻找这一类变换下的不变量，欧式变换的不变量为角度、长度；仿射
变换的不变量为比例；而Mobius变换的不变量就是交比，考虑如下命题：

引理 4.1

♥非恒同映射的Mobius变换的不动点至多为两个.

证明 设 f(z) = z，解得

cz2 + (d− a)z − b = 0, (4.7)

代数基本定理表明上述方程至多有两个根，得证.

推论 4.3

♥任一Mobius变换可以由三个点 z1, z2, z3 及其像 w1, w2, w3 唯一确定.

证明 若不然，假设存在两个满足条件的Mobius变换 f1, f2，则 f−1
1 ◦ f2有三个不动点 z1, z2, z3，故 f−1

1 ◦ f2为
恒同映射，即得 f1 = f2，矛盾.

上面的定理说明，Mobius变换可以由 3个点唯一确定

定义 4.2 (交比)

♣

设 z1, z2, z3, z4 ∈ C∞，其中至少三点不相同，定义其交比为

(z1, z2, z3, z4) =
z1 − z3
z1 − z4

· z2 − z4
z2 − z3

. (4.8)

定理 4.2

♥交比是Mobius变换下的不变量.

证明 任取不同的三点 z2, z3, z4，则任一Mobius变换 f，由等式

(z, z2, z3, z4) = (g(z), f(z2), f(z3), f(z4)) (4.9)

确定的分式线性变换 g将 zk 映为 f(zk)，根据唯一性定理可知 g = f，因此

(z, z2, z3, z4) = (f(z), f(z2), f(z3), f(z4)), (4.10)

即其保持交比.
借助这一结论，可以很容易得到一些几何中的结论.

例 4.1四点 z1, z2, z3, z4 共圆当且仅当 Im (z1, z2, z3, z4) = 0.
这四点共圆当且仅当存在分式线性映射 f 将 z1, z2, z3, z4 映到实轴，因此

(z1, z2, z3, z4) = (f(z1), f(z2), f(z3), f(z4)) ∈ R, (4.11)

即得 Im (z1, z2, z3, z4) = 0.
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4.1 Mobius变换

4.1.2 齐次坐标与射影变换群

从前面的讨论可以看出，Mobius变换可逆、在复合下封闭，因此可以从群的角度看待这一类变换.Mobius变
换给出了扩充复平面上的双射，事实上，所有的Mobius变换组成了 C∞ 的自同构群.

定理 4.3

♥
所有的Mobius变换构成了亚纯自同构群 Aut (C∞).

证明 若亚纯函数 f ∈ Aut (C∞)，则∞为 f 的可去奇点或极点，因此 f 必为有理函数，根据其单叶性，分子、
分母的分式只能有一个零点（否则 0,∞原像不唯一），因此

f(z) =
(az + b)m

(cz + d)n
, (4.12)

对单叶性进一步讨论可知m = n = 1.
进一步，从矩阵的角度可以给出Mobius变换更好的表示.如果设

f1(z) =
a1z + b1
c1z + d1

, f2(z) =
a2z + b2
c2z + d2

, (4.13)

则

f1 ◦ f2 =
(a1a2 + b1c2)z + (a1b2 + b1d2)

(c1a2 + d1c2)z + (c1b2 + d1d2)
, (4.14)

这在形式上恰好与矩阵乘法相同，即(
a1 b1

c1 d1

)(
a2 b2

c2 d2

)
=

(
a1a2 + b1c2 a1b2 + b1d2

c1a2 + d1c2 c1b2 + d1d2

)
, (4.15)

因此每个Mobius变换实际上对应于一个 C2×2 矩阵，不过这并不是一一对应，因为对任意 λ 6= 0有
λz + 0

0z + λ
= z,

az + b

cz + d
=

λaz + λb

λcz + λd
, (4.16)

因此由同态基本定理可得

Aut (C∞) ∼= PGL2(C) = GL2(C)/{λI : λ ∈ C∗} (4.17)

上面的 PGL2(C)称为射影线性群.

定义 4.3 (射影线性群)

♣

定义 C上的 n阶射影线性群为

GLn(C)/C∗I. (4.18)

既然得到了变换的矩阵表示，下一步自然是希望将变换的作用也等同到矩阵的乘法，观察到(
a b

c d

)(
z

1

)
=

(
az + b

cz + d

)
∼?

(
az+b
cz+d

1

)
, (4.19)

因此只要考虑合适的等价关系，f 在 z上的作用就可以对应矩阵 F 在 (z, 1)T 上的作用，由此便引出了齐次
坐标的概念

定义 4.4 (齐次坐标)

♣

对任意复数 z ∈ C，定义其齐次坐标为 [z1, z2]，这里 z1/z2 = z；特别地，定义∞的齐次坐标为 [z1, 0]，
这里 z1 6= 0.

注容易验证，同一复数的不同齐次坐标表示之间相互等价，即相差一个常数倍.
从齐次坐标的角度看，无穷远点也并不特殊，它只是 [1, 0]对应的点而已.
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4.1 Mobius变换

4.1.3 单位圆盘的自同构

下面借助Mobius变换讨论一个几何上的问题：C中单位圆盘的自同构.
问题 4.1求一Mobius变换 f，将单位圆盘映到自身，且将园内的点 a映为圆心.

a关于单位圆的对称点为 ā−1，根据Mobius变换的保对称性可知

f(a) = 0, f(ā−1) = ∞, (4.20)

因此该变换可表示为

f(z) = λ
z − a

z − ā−1
= −λā

z − a

1− āz
, (4.21)

因为 f 将单位圆盘映为自身，故其同时也将单位圆周映为自身，即对任意 |z| = 1有

1 = |f(z)| = |λā| |z − a|
|1− āz|

(4.22)

= |λā| |z − a|
|z| |z̄ − ā|

(4.23)

= |λā|, (4.24)

因此取 λā = eiθ，就有

f(z) = eiθ
z − a

1− āz
. (4.25)

若记

ϕa(z) =
a− z

1− āz
, (4.26)

则满足上述条件的Mobius变换就是旋转变换与 ϕa 的复合，容易验证

ϕ−1
a (z) = ϕa(z), (4.27)

或者说这种变换是对合的.
借助 Schwarz引理可以证明这一事实.

引理 4.2 (Schwarz)

♥

设 f 为 B(0, 1)中的全纯函数，满足 f(0) = 0, f(B(0, 1)) ⊂ B(0, 1)，则
1. |f ′(0)| ⩽ 1，对任意 z ∈ B(0, 1)有 |f(z)| ⩽ |z|.
2. 若 |f ′(0)| = 1或存在 z0 ∈ B(0, 1)− {0}使得 |f(z0)| = |z0|，则 f 为旋转变换.

定理 4.4

♥

设 f ∈ Aut (B(0, 1)), f−1(0) = a，则必定存在 θ ∈ R使得

f(z) = eiθϕa(z). (4.28)

证明 若记 w = ϕa(z)，则

z = ϕ−1
a (w) =

a− w

1− āw
= ϕa(w), (4.29)

令 g(w) = f ◦ ϕ−1
a (w)，则 g ∈ Aut (B(0, 1))且

g(0) = f(ϕa(0)) = f(a) = 0, (4.30)

根据 Schwarz引理有 |g′(0)| ⩽ 1，但是 g−1 ∈ Aut (B(0, 1)), g−1(0) = 0，因此根据 Schwarz引理有

|(g−1)′(0)| = 1

|g′(0)|
⩽ 1, (4.31)

因此必有 |g′(0)| = 1，根据 Schwarz引理，g实际上是一个旋转变换，即

f ◦ ϕ−1
a (w) = eiθw, f(z) = eiθϕa(z), (4.32)

得证.

27



4.2 Riemann映照定理

借助Mobius变换，可以给出上半平面与单位圆盘间的双全纯映射.
例 4.2设H为上半平面，考虑将H映为B(0, 1)的双全纯Mobius变换 f .该映射必然将 R映为 C(0, 1)，并且由于
Mobius变换保对称性，故同时将 i,−i映为关于 C(0, 1)的对称点，实际上这里可以不妨设 f(i) = 0, f(−i) = ∞，
并且 f(0) = 1，则借助交比性质可以直接得到

f(z) =
i− z

i+ z
, (4.33)

对于一般的双全纯Mobius变换，设其将 i映为 a ∈ B(0, 1)，将 0映为 eiθ，则只需将 f 与 ϕa，旋转变换复
合即可.

Schwarz引理可以进行推广：

定理 4.5 (Schwarz-Pick)

♥

设 f : B(0, 1) → B(0, 1)全纯，a, b = f(a) ∈ B(0, 1)，则
1. 对任意 z ∈ B(0, 1)有 |ϕb(f(z))| ⩽ |ϕa(z)|.
2. |f ′(a)| ⩽ 1−|b|2

1−|a|2 .

3. 若存在 z0 ∈ B(0, 1), z0 6= a，使得 |ϕb(f(z0))| = |ϕa(z0)| 或 |f ′(a)| = 1−|b|2
1−|a|2 成立，则 f ∈

Aut (B(0, 1)).

证明
1. 令 g = ϕb ◦ f ◦ ϕa，则 g ∈ H(B(0, 1))且 g(0) = 0，根据 Schwarz引理有

|ϕb ◦ f ◦ ϕa(ζ)| = |g(ζ)| ⩽ |ζ|, (4.34)

令 ζ = ϕa(z)即得 |ϕb(f(z))| ⩽ |ϕa(z)|.
2. 同样根据 Schwarz引理可得

|(ϕb ◦ f ◦ ϕa)
′(0)| = |g′(0)| ⩽ 1, (4.35)

其中

(ϕb ◦ f ◦ ϕa)
′(0) = ϕ′

b(f(ϕa(0)))f
′(ϕa(0))ϕ

′
a(0) (4.36)

= ϕ′
b(b)f

′(a)ϕ′
a(0) (4.37)

= f ′(a)
1− |a|2

1− |b|2
, (4.38)

移项得证.
3. 根据 Schwarz引理，有任意一条取等当且仅当 g(z) = eiθz，f = ϕb ◦ g ◦ ϕa ∈ Aut (B(0, 1)).

4.2 Riemann映照定理
Riemann映照定理来源于一个简单的问题：对 C中任意两个区域，是否存在全纯函数将一者一一映到另一

者？这种关系被称为共形等价.

定义 4.5 (共形等价)

♣称区域 D1, D2 ⊂ C共形等价，若存在双射 f : D1 → D2，满足 f, f−1 均全纯.

下面将证明，猜想对单连通域是成立的，并且在加上一些限制后映射是唯一的，也即

定理 4.6 (Riemann映照定理)
对任意单连通域D1, D2 ⊂ C，二者边界均多于一个点，对任意 z0 ∈ D1, w0 ∈ D2, α0 ∈ R，存在唯一共形
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4.2 Riemann映照定理

♥

等价 f : D1 → D2 使得

f(z0) = w0, arg f ′(z0) = α0. (4.39)

作为 Schwarz引理的直接推论，可以证明D1, D2均为单位圆盘时定理成立，借助单位圆盘也可以很容易证
明唯一性：
证明 【唯一性】首先证明 D2 为圆盘时唯一性成立.

设 D1, D2 ⊂ C 为域，边界多余一个点，再设 f1, f2 均为将 D1 映为 D2 的双全纯映射，并对固定的 z0 ∈
D1, w0 ∈ D2, α0 ∈ R满足

fi(z0) = w0, arg f ′
i(z0) = α0, (4.40)

当 D2 为单位圆盘时，g = f2 ◦ f−1
1 ∈ Aut (B(0, 1))，且 g(w0) = w0，arg g′(w0) = 0，设 θ0 = argw0，令

ϕw0
(z) = eiθ0/2

w0 − z

1− w̄0z
, (4.41)

则 ϕw0 ◦ g ◦ ϕ−1
w0

∈ Aut (B(0, 1)), ϕw0(g(ϕ
−1
w0

(0))) = 0，且在 0处辐角为 0，因此由 Schwarz引理可知

ϕw0 ◦ g ◦ ϕ−1
w0

= Id ⇒ g = Id, (4.42)

故 f1 = f2，同理可知 D1 为单位圆盘时唯一性成立.
对于一般的 D1, D2，设（唯一）g1, g2 分别将 D1, D2 双全纯映射到 B(0, 1)且保证

g1(z0) = 0, g2(z0) = 0, arg g′1(z0) = arg g′2(z0) = 0, (4.43)

再设 f : D1 → D2 为满足要求的双全纯映射，则

g2 ◦ f ◦ g−1
1 ∈ Aut (B(0, 1)) (4.44)

这里 g2 ◦ f ◦ g−1
1 由 0处的取值，0处导数的辐角唯一确定，结合 g1, g2 的唯一性可知 f 是唯一的.

下面证明存在性（其中函数列的结论放到后面）.

¶Riemann映照定理：存在性

根据对称性，可不妨设 D2 = B(0, 1)，我们的证明思路如下：
1. 首先考虑特殊情况：若 D1 ⊆ B(0, 1)且包含原点，则可以将其“共形拉伸”.
2. 上一步重复进行，最终可以将其共形到单位圆盘.
3. 对于一般区域 D1 ⊂ C，首先可以将其共形到有界区域（并附加收缩使之包含在 B(0, 1)中），则根据前面
的讨论，存在性得证.
第一步考虑由 Koebe给出的如下命题：

命题 4.2 (Koebe)

♠

设 D 为单位圆盘，0 ∈ Ω ⊊ D 为单连通域，假定对 Ω 上任意处处非零的解析函数 f，可取单值分支
g =

√
f，则存在 τ ∈ H(Ω)使得

1. τ(0) = 0, τ(Ω) ⊂ D.
2. τ : Ω → D单叶解析.
3. 对任意 z ∈ Ω− {0}有 |τ(z)| > |z|.

注这里的 τ 实际上就是一个保持在 D中的“共形拉伸”.
证明
取 a ∈ D − Ω，考虑 D的自同构（ϕa(a) = 0, ϕa(0) = a）

ϕa(z) =
a− z

1− āz
, (4.45)
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4.2 Riemann映照定理

根据单叶性，ϕa 在 Ω上处处非零，因此可取单值分支 g =
√
ϕa，记 g = ξ ◦ ϕa，b = g(0) = ξ(a)，再考虑 D的

自同构

ϕb(η) =
b− η

1− b̄η
, (4.46)

下证 τ = ϕb ◦ g = ϕb ◦ ξ ◦ ϕa 满足条件.
记 Ω′ = τ(Ω) ⊂ D，则显然 τ 单叶解析，进而 τ−1 单叶解析，而

τ−1 = g−1 ◦ ϕ−1
b , g−1(η) = ϕ−1

a ◦ ξ−1(η) =
a− η2

1− āη2
, (4.47)

这里 g−1, τ−1 可视为 D上解析函数 G,H（对应相同表达式）在 g(Ω),Ω′ 上的限制，由于 H(0) = 0,H(D) ⊂ D

且 H 不为旋转，根据 Schwarz引理，对任意 ξ ∈ B(0, 1)有 |H(ξ)| < |ξ|，令 ξ = τ(z)即得 |z| < |τ(z)|.
下面进行后面两步

定理 4.7

♥

Ω ⊊ C为区域，设对 Ω上任意一个处处非零的解析函数 f，可取单值分支 g =
√
f，则 Ω与 B(0, 1)全纯

等价.

注注意到单连通域中可以定义根号的单值分支（平移使之不包含原点即可），因此 Riemann映照定理的存在性
得证.
证明 【STEP 1.证明 Ω可共形等价到有界区域】
取 a ∈ C − Ω，则在 Ω 上可取单值分支 g(z) =

√
z − a，它在 Ω 上单叶，且 g(Ω) ∩ (−g(Ω)) = ∅，取

Br(w0) ⊂ g(Ω)，则 Br(−w0) ∩ g(Ω) = ∅，也即对任意 z ∈ Ω有

|g(z) + w0| > r, (4.48)

此时 h(z) = 1/(g(z) +w0)在 Ω上单叶解析且 |h(z)| < 1/r，这里 h : Ω → h(Ω)给出了一个到有界集的共形
等价，取充分小的 ε > 0，则

h0(z) = ε(h(z)− h(z0)) (4.49)

将 Ω双全纯等价到 B(0, 1)中包含原点的有界区域.
【STEP 2.记 h0(Ω) = Ω0，下证 Ω0 与 B(0, 1)共形等价】
记 F 为 Ω0 上满足如下条件的单叶解析函数族：f(0) = 0,

f(Ω0) ⊂ B(0, 1),
(4.50)

取 z1 ∈ Ω0，令 α = sup
f∈F

|f(z1)| ∈ (0, 1)，断言：

1. 存在 F ∈ F，|F (z1)| = α.
2. F (Ω0) = B(0, 1).
取函数列 {fn} ⊂ F 使得 lim

n→∞
|fn(z1)| = α，则由Montel定理知存在子列内闭一致收敛到 Ω0上的解析函数

F，并且 F (0) = 0, |F (z1)| = α > 0，即 F 不为常值，说明 F 在 Ω0 上单叶解析，且根据收敛性易得

F (Ω0) ⊂ B(0, 1), (4.51)

但同时 F (Ω0) ⊂ B(0, 1)为开集（开映射定理），即 F ∈ F，记 Ω1 = F (Ω0)，若 Ω1 6= B(0, 1)，则由 Koebe定理，
存在 Ω1 上的单叶解析函数 τ 使得

τ(0) = 0, τ(Ω1) ⊂ B(0, 1) ⇒ τ ∈ F , (4.52)

而 |τ(z)| > |z|，令 f = τ ◦ F ∈ F 可知 |f(z0)| > |F (z1)| = α，与极大性矛盾，故 F (Ω0) = Ω1 = B(0, 1).
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4.3 初等函数的几何特征

¶函数列的结论

定义 4.6 (一致有界)

♣

设 F 为域 D上的函数族，若存在M < ∞，对任意 z ∈ D, f ∈ F 都有 |f(z)| ⩽ M，则称 F 在 D中一致
有界；若 F 在任意紧集K ⊂ D一致有界M(K)，则称 F 内闭一致有界.

定义 4.7 (一致等度连续)

♣

设 F 为域D上的函数族，若对任意 ε > 0，存在 δ > 0，使得对任意 z1, z2 ∈ D, |z1 − z2| < δ, f ∈ F 都有

|f(z1)− f(z2)| < ε, (4.53)

则称 F 在 D中（一致）等度连续；若 F 在任意紧集 K ⊂ D中一致等度连续，则称 F 在 D中内闭等度
连续.

定理 4.8 (Arzela-Ascoli)

♥
设域 D上的函数列 {fn}内闭一致有界且内闭等度连续，则其存在子列在 D中内闭一致收敛.

借助 A-A定理，可以证明如下定理

定理 4.9 (Montel)

♥
若域 D上的解析函数列 {fn}内闭一致有界，则必有子列内闭一致收敛.

证明 根据 Arzela-Ascoli定理，只需证明 {fn}内闭等度连续，取紧集K ⊂ D，设 {fn}在K 中有上界M，则对
任意 Br(z0) ⊂ K，任意 z1, z2 ∈ Br/2(z0)有

|fn(z1)− fn(z2)| =
1

2π

∣∣∣∣∣
∫
|z−z0|=r

f(z)

z − z1
dz −

∫
|z−z0|=r

f(z)

z − z2
dz

∣∣∣∣∣ (4.54)

=
1

2π

∣∣∣∣∣
∫
|z−z0|=r

(z1 − z2)f(z)

(z − z1)(z − z2)

∣∣∣∣∣ (4.55)

⩽ M

2π
|z1 − z2|

2πr

r2/4
(4.56)

=
4M

r
|z1 − z2|, (4.57)

设 Ω ⊂ D为紧集，则
⋃

z∈Ω Brz (z) ⊂ D覆盖 Ω，取有限子覆盖Br1(z1), · · · , Brm(zm)，令 r∗为其中最小者，

δ = min
{r∗
4
,
εr∗
4M

}
, M = max{M(B1), · · · ,M(Bm)}, (4.58)

则对任意 z, w ∈ Ω, |z − w| < δ有

|fn(z)− fn(w)| ⩽
4M

r∗
|z1 − z2| < ε, (4.59)

得证.

4.3 初等函数的几何特征

4.3.1 指数函数

C中的指数函数可以借助 Euler公式或级数定义，注意到 ez1 = ez2 当且仅当 z1− z2 = 2kπi，因此 f(z) = ez

的单叶性域为

Dk = {2kπ < Im z < 2(k + 1)π}, (4.60)
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4.3 初等函数的几何特征

也就是一个高度为 2π的水平条带.在单叶性域中，设 z = x0 + iy，则

ez = ex0(cos y + i sin y), (4.61)

若 z = x+ iy0 则

ez = ex(cos y0 + i sin y0), (4.62)

也就是说 f(z) = ez 将平行于 x轴的直线映为经过原点的直线，将平行于 y 轴的直线映为以原点为圆心的
圆周，它将单叶性域 D0 映为 C− [0,+∞)，如果考虑 {−π < Im y < π}，则 ez 将其映为 C− (−∞, 0].

4.3.2 Zhukovskii函数

C上的 Zhukovskii函数定义为

f(z) =
1

2

Å
z +

1

z

ã
, (4.63)

它可以看作 C∞ 上的映射，将 0,∞都映为∞.注意到 f(z1) = f(z2)当且仅当

(z1 − z2)

Å
1− 1

z1z2

ã
= 0, (4.64)

因此只要域 D 内不存在关于单位圆周的对称点，则 D 就是 f(z) 的单叶性域，由此立即得到 B(0, 1) 或
B(0, 1)

C
就是两个单叶性域，上半平面与下半平面亦然.下面讨论这些单叶性域在 f 下的像.

设 z = reiθ, w = f(z) = u+ iv，则

u =
1

2

Å
r +

1

r

ã
cos θ, v =

1

2

Å
r − 1

r

ã
sin θ, (4.65)

如果固定 r = r0 6= 1，则 f 将圆周 Cr(0)映为一个椭圆，其 x, y方向的轴长分别为

a = r0 +
1

r0
, b = |r0 −

1

r0
|, (4.66)

并且所有圆周都有 x轴上的公焦点，焦距 c =
√
a2 − b2 = 1，当 0 < r0 < 1时，上半圆周被映为下半椭圆，

下半圆周被映为上半椭圆；而当 r > 1时情况相反；当 r = 1时椭圆退化为线段 [0, 1].
如果固定 θ = θ0，则

u =
1

2

Å
r +

1

r

ã
cos θ0, v =

1

2

Å
r − 1

r

ã
sin θ0, (4.67)

也即
u2

cos2 θ0
− v2

sin2 θ0
= 1, (4.68)

因此 f 将经过原点的直线映为以 (±1, 0)为焦点的双曲线.
上面的结果说明，f 将 B(0, 1)映为 C− [−1, 1]，将 B(0, 1)

C
映为

对于上半平面与下半平面的讨论是类似的，它将 H, iH均映为 C− {(−∞,−1] ∪ [1 +∞)}.

4.3.3 三角函数

C中三角函数是根据 Euler公式反过来定义并自然延拓的（或者也可以看作由级数定义），即

cos z =
eiz + e−iz

2
, sin z =

eiz − e−iz

2i
, (4.69)

容易验证它们满足 R中三角函数的一些等式，但是需要注意，C中的正、余弦函数是无界的.
下面讨论余弦函数的单叶性域，它可以看作三个函数的复合：

f1(z) = iz, f2(z) = ez, f3(z) =
1

2

Å
z +

1

z

ã
⇒ cos z = f3 ◦ f2 ◦ f1(z), (4.70)

1. f1 将竖直条带 {0 < Rez < π}旋转为水平条带 {0 < Im z < π}.
2. f2 再将其映为上半平面 H.
3. 最后 f3 将上半平面映为 C− {(−∞,−1] ∪ [1,+∞)}.
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4.3 初等函数的几何特征

同理可得，正弦函数将 {(k − 1/2)π < Rez < (k + 1/2)π}映为 C− {(−∞,−1] ∪ [1,+∞)}.
根据正余弦函数的定义，可以自然定义正余切函数

tan z =
sin z

cos z
= −i

e2iz − 1

e2iz + 1
, cot z =

cos z

sin z
= i

e2iz + 1

e2iz − 1
. (4.71)

其中 tan z 在去掉所有 z = (k + 1/2)π 的复平面上全纯，cot z 在去掉所有 kπ 的复平面上全纯.类似可以讨
论二者的单叶性域，正切函数可以看作四个函数的复合：

f1(z) = 2iz, f2(z) = ez, f3(z) =
z − 1

z + 1
, f4(z) = −iz ⇒ tan z = f4 ◦ f3 ◦ f2 ◦ f1(z), (4.72)

1. f1 将 {0 < Rez < π}伸扭为 {0 < Im z < 2π}.
2. f2 将其映为 C∞ − [0,+∞].
3. f3 又将该单连通区域映为 C∞ − [−1, 1].
4. 最后 f4 将其旋转为 C∞ − [−i, i].
类似可得 cot z将 {−π/2 < Rez < π/2}映为 C∞ − [−i, i].
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第 5章 补充内容

5.1 面积原理

¶曲线内部的面积

引理 5.1

♥

设 γ 为正向可求长简单闭曲线，则 γ 内部面积为

S =
1

2i

∫
γ

z̄dz. (5.1)

证明 设 γ 内部为区域 D，直接计算可得
1

2i

∫
γ

z̄dz =
1

2i

∫
γ

(x− iy)(dx+ idy) (5.2)

=
1

2i

∫
γ

xdy + ydy +
1

2

∫
γ

xdy − ydx (5.3)

=
1

2i

∫
γ

d(x2 + y2) +

∫∫
D

dxdy (5.4)

= S. (5.5)

引理 5.2

♥

设 γ 为可求长曲线，φ在 γ 上全纯，Γ = φ(γ)，则 Γ也为可求长曲线，且对于 Γ上的连续函数 f 有∫
Γ

f(w)dw =

∫
γ

f(φ(z))φ′(z)dz. (5.6)

根据上面两条引理，可以得到曲线的像围成的面积公式.

推论 5.1

♥

设单叶全纯函数 f 将可求长简单闭曲线 γ 映为正向简单闭曲线 Γ，则 Γ内部面积为
1

2i

∫
γ

f(z)f ′(z)dz. (5.7)

证明 设 w = f(z)，则

S =
1

2i

∫
Γ

wdw =
1

2i

∫
γ

f(z)f ′(z)dz. (5.8)

借助全纯函数的幂级数展开，可以得到更精细的结论.

推论 5.2

♥
设 f(z) =

∑∞
n=0 anz

n 将 B(0, R)一一映为域 G，则 G的面积为 π
∑∞

n=1 n|an|2R2n.

证明 根据边界对应原理，G就是由 f(C(0, 1))围成的区域，因此

S =
1

2i

∫
C(0,1)

f(z)f ′(z)dz (5.9)

=
1

2i

∫
C(0,1)

( ∞∑
n=1

ānz̄
n

)( ∞∑
m=1

mamzm−1

)
dz (5.10)
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=
1

2

∫ 2π

0

( ∞∑
n=1

ānR
ne−inθ

)( ∞∑
m=1

mamRmeimθ

)
dθ (5.11)

=
1

2

∫ 2π

0

∞∑
n=1

n|an|2R2ndθ (5.12)

= π

∞∑
n=1

n|an|2R2n. (5.13)

全纯函数有 Taylor展开，而亚纯函数有 Laurent展开，因此可以证明类似的定理.

推论 5.3

♥

设 0 < r < R < ∞，D = {r < |z| < R}，若 f =
∑∞

n=−∞ anz
n 将 D双全纯映为域 G，则 G的面积为

π

∞∑
n=−∞

n|an|2(R2n − r2n). (5.14)

证明 同上.
借助上面的结论，可以证明 Gronwall给出的面积原理.

引理 5.3 (面积原理)

♥

若 f(z) = z−1 +
∑∞

n=0 anz
n 为 B(0, 1)− {0}上的单叶全纯函数，则

∞∑
n=0

n|an|2 ⩽ 1. (5.15)

证明 设 g(z) = f(1/z) = z +
∑∞

n=0 anz
−n为 B(∞, 1)上的单叶全纯函数，设其将圆周 Cr（r > 1）映为 Γr，并

设其内部区域为 Ωr，则

S(Ωr) =
1

2i

∫
Cr

g(z)g′(z)dz (5.16)

=
1

2i

∫ 2π

0

(
re−iθ +

∞∑
m=0

āmr−me−mθ

)(
1−

∞∑
n=0

nanr
−n−1e−i(n+1)θ

)
ireiθdθ (5.17)

= πr2 − π

∞∑
n=0

n|an|2r−2n, (5.18)

而该面积是非负的，因此
∞∑

n=0

n|an|2r−2n ⩽ r2, (5.19)

因此对任意 N 都有
∑N

n=0 n|an|2r−2n ⩽ r2，先令 r → 1+，再令 n → ∞可得
∞∑

n=0

n|an|2 ⩽ 1. (5.20)

根据面积原理可得对这种函数有 |a1| ⩽ 1，并且当 a1 = 1时必有 a2 = a3 = · · · = 0，此时

g(z) = z + a0 +
eiθ

z
, f(z) =

1

z
+ a0 + eiθz. (5.21)

借助面积原理，可以研究单位圆上的 S 类函数.

¶S类函数

对于单位圆上的全纯函数作一些规范化要求，可以定义 S 类函数.
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定义 5.1 (S类函数)

♣
称单位圆 B(0, 1)上满足 f(0) = 0, f ′(0) = 1的单叶全纯函数为 S 类函数.

根据定义，可以得到 S 类函数在 0处的 Taylor展开为

f(z) = z +

∞∑
n=2

anz
n, (5.22)

容易验证，S 类函数在一些变换下具有不变性.

命题 5.1

♠

设 f 为 S 类函数，则它在经过如下变换后仍然为 S 类函数：
1. 共轭：g(z) = f(z̄).
2. 旋转伸缩：g(z) = a−1f(az).
3. g(z) = wf(z)

w−f(z)，其中 w ∈ C− f(B(0, 1)).

4. g(z) = z
»

f(z2)
z2 ，这里根号取定了单值分支.

还有另一类单叶函数称为 Σ类函数，它在单位圆外有 Laurent展开

g(z) = z +

∞∑
n=0

bnz
−n, (5.23)

它满足限制条件 g(∞) = ∞, lim
z→∞

g(z)/z = 1，事实上，若 f 为 S 类函数，则 (f(z−1))−1 为 Σ类函数.

定理 5.1 (Biberbach)

♥
设 f(z) = z +

∑∞
n=2 anz

n 为 S 类函数，则 |a2| ⩽ 2，并且该估计是最优的.

注以此为基础，Bieberbach猜想有 |an| ⩽ n，这一猜想于 1984年被 Louis de Branges证明.
证明 考虑函数

g(z) =
f(z2)

z2
= 1 + a2z

2 + a3z
4 + · · · , (5.24)

f 单叶说明 g在 B(0, 1)中无零点，取
√
g(z)的单值分支使得

√
g(0) = 1，则

h(z) = z
»
g(z) = z

√
1 + a2z2 + a3z4 + · · · = z +

a2
2
z3 + · · · (5.25)

也为 S 类函数，因此
1

h(z)
=

1

z

1

1 + a2

2 z2 + · · ·
=

1

z

(
1− a2

2
z2 + · · ·

)
=

1

z
− a2

2
z + · · · (5.26)

为B(0, 1)−{0}上的单叶全纯函数，由面积原理可得 |a2|2/4 ⩽ 1，即 |a2| ⩽ 2.等号成立当且仅当 a3 = a4 =

· · · = 0，因此

h(z) = z
√

1 + 2eiθz2 = z + 2eiθz3 + 3e2iθz5 + · · · , (5.27)

f(z2) = zh(z)说明

f(z) = z + 2eiθz2 + 3e2iθz3 + · · · = e−iθK(eiθz), (5.28)

这里K 为 Koebe函数

K(z) =
z

(1− z)2
= z + 2z2 + 3z3 + · · · , (5.29)

其中 an = n.
在上述定理的基础上，可以给出两个推论.
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推论 5.4 (Koebe 1
4 掩盖定理)

♥
设 f 为 S 类函数，则 f(B(0, 1)) ⊃ B(0, 1/4)，且 1/4为最优的半径.

证明 只需证明对任意 w /∈ f(B(0, 1))，必有 |w| ⩾ 1/4即可，设 g(z) = wf(z)/(w − f(z))，则 g单叶且

g(z) =

(
z +

∞∑
n=2

anz
n

)(
1 +

1

w

(
z +

∞∑
n=2

anz
n

)
+ · · ·

)
= z +

Å
a2 +

1

w

ã
z2 + · · · , (5.30)

故 g为 S 类函数，由 Bieberbach定理可知
1

|w|
⩽
∣∣∣∣a2 + 1

w

∣∣∣∣+ |a2| ⩽ 4 ⇒ |w| ⩾ 1

4
. (5.31)

从上面的过程可以看出，若 f 为奇函数，则结论可改进为 f(B(0, 1)) ⊃ B(0, 1/2).

推论 5.5 (偏差定理)

♥

设 f 为 S 类函数，则对任意 z ∈ B(0, 1)有
|z|

(1 + |z|)2
⩽ |f(z)| ⩽ |z|

(1− |z|)2
. (5.32)

证明 考虑函数

g(w) =
f( w+z

1+z̄w )− f(z)

(1− |z|2)f ′(z)
, (5.33)

则 g单叶，且 g(0) = 0, g′(0) = 1，故 g为 S 类函数，计算可得

g′′(0) = (1− |z|2)f
′′(z)

f ′(z)
− 2z̄, (5.34)

Bieberbach定理说明 |g′′(0)| ⩽ 4，因此∣∣∣∣zf ′′(z)

f ′(z)
− 2|z|2

1− |z|2

∣∣∣∣ ⩽ 4|z|
1− |z|2

, (5.35)

设 z = reiθ 则
zf ′′(z)

f ′(z)
= reiθ

f ′′(z)

f ′(z)
= r

∂z

∂r

∂

∂z
log f ′(z) = r

∂

∂r
log f ′(z) ⇒ Re(

zf ′′(z)

f ′(z)
) = r

∂

∂r
log |f ′(z)|, (5.36)

因此
2r − 4

1− r2
⩽ ∂

∂r
log |f ′(z)| ⩽ 2r + 4

1− r2
, (5.37)

两边对 r从 0到 |z|积分，结合 f ′(0) = 1可得
1− |z|

(1 + |z|)3
⩽ |f ′(z)| ⩽ 1 + |z|

(1− |z|)3
. (5.38)

由于 f(0) = 0，因此沿 0到 z的线段积分估计即得

|f(z)| =
∣∣∣∣∫ z

0

f ′(ζ)dζ

∣∣∣∣ ⩽ ∫ |z|

0

1 + r

(1− r)3
dr =

|z|
(1− |z|)2

, (5.39)

|f(z)| =
∣∣∣∣∫ z

0

f ′(ζ)dζ

∣∣∣∣ ⩾ ∫ |z|

0

1− r

(1 + r)3
dr =

|z|
(1 + |z|)2

. (5.40)
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