
代数学笔记

作者：吕浩哲（Lucas Shen）

时间：January 7, 2024

封面：https://www.pixiv.net/artworks/100631860

悟已往之不谏，知来者之可追。——陶渊明



目录

第 1章 Galois理论 1
1.1 分裂域 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.1.1 同构延拓定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.1.2 嵌入理论 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

1.2 可分扩张与正规扩张 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.2.1 可分扩张 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.2.2 正规扩张 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

1.3 Galois扩张与 Galois基本定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.3.1 Galois基本定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.3.2 三次方程求根公式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.4 Galois理论的一些应用 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.4.1 单扩张 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.5 迹和范数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.5.1 基本定义 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.5.2 Hilbert 90定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

第 2章 模论 13
2.1 基本概念 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2.1.1 模的定义 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
2.1.2 单模与合成列 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
2.1.3 直和与直积 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.2 正合列 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
2.3 自由模、投射模与内射模 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2.3.1 自由模 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
2.3.2 投射模 (projective) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
2.3.3 内射模 (injective) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2.4 张量积 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
2.4.1 张量积的定义和性质 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
2.4.2 张量函子与平坦模 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
2.4.3 基变换 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

2.5 PID上有限生成模的结构 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
2.5.1 矩阵的标准形理论 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

第 3章 交换代数初步 34
3.1 Noether环与 Artin环 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

3.1.1 Noether环与 Noether模 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
3.1.2 Artin环与 Artin模 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

3.2 局部化 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
3.2.1 环的局部化 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
3.2.2 模的局部化 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
3.2.3 理想的局部化 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
3.2.4 局部环 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39



目录

3.3 整扩张 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
3.3.1 整性与有限 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
3.3.2 正规扩张 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
3.3.3 有限性定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

3.4 Noether正规化定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

第 4章 有限群表示论 45
4.1 群的表示 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

4.1.1 群同态语言下的群表示 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
4.1.2 F [G]-模语言下的群表示 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

4.2 半单代数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
4.2.1 半单代数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
4.2.2 可除代数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
4.2.3 群表示语言下的应用与重述 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

4.3 表示的提升与分解 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
4.4 特征标理论 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

4.4.1 特征标的定义及性质 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
4.4.2 正交关系 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
4.4.3 特征标表的计算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
4.4.4 特征标表的其它应用 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

4.5 Burnside定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
4.5.1 代数整数的一些结论 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
4.5.2 Burnside定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

4.6 诱导表示 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
4.6.1 诱导表示与诱导特征 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
4.6.2 借助诱导表示计算特征标表 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

附录 A 补充内容 66
A.1 Galois下降 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
A.2 交换代数前置补充 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

ii



第 1章 Galois理论

1.1 分裂域

定义 1.1 (分裂域)

♣

设 E/F, f(x) ∈ F [x]，若 f 在 E 中的不可约因子均为一次多项式，则称 f(x)在 E 中分裂；若 f(x)在任
何 E,F 的中间域中都不能分裂，则称 E 为 f 的分裂域.

换句话说，E为 f ∈ F [x]的分裂域说明其包含了 f全部的根，因此若设 f在代数闭域F 中的根为α1, · · · , αn，
则 F (α1, · · · , αn)就是其代数闭域.下面给出分裂域存在性的另一个证明.

定理 1.1

♥
设 F 为域，f(x) ∈ F [x]为非常值多项式，则 f 存在分裂域，并且它们在同构意义下唯一.

证明 存在性：对 f 的次数归纳，deg f = 1的情形是平凡的.设命题对所有 deg f < d的 f 成立，则对 deg f = d，
存在域 B使得 f 在 B中有根 α1，即 f 在 B有分解 f(x) = (x−α1)g(x)，这里 deg g = d− 1，根据归纳假设，g
（关于 B）存在分裂域 E1，且在 E1 中有分解

g(x) = (x− α2) · · · (x− αk), (1.1)

即 f 在 B(α2, · · · , αk)中分裂，并且不能在更小的域中分裂（否则与 E1 的极小性矛盾），故

B(α2, · · · , αk) = F (α1, · · · , αk) (1.2)

为 f 的分裂域，得证.
唯一性的证明需要一些引理，这里先考虑一些分裂域的性质.

命题 1.1

♠

1. 设 E 为 f(x) ∈ F [x]的分裂域，则 E/F 为有限扩张，从而是代数扩张.
2. 设 f(x) ∈ F [x]非常值，E为其分裂域，deg f = d，则 [E : F ] ⩽ d!，特别当 f 不可约时，d

∣∣[E : F ].

1.1.1 同构延拓定理

代数中的同构往往表示两个外表不同的对象具有相同的结构，它们实际上只是相同的模型贴上了不同的标
签，在此基础上，同构延拓定理表明两个同构域上在对应标签的衍生结构（如扩域）也具有同构关系.

引理 1.1 (向单扩张域延拓)

♥

设 σ0 : F1 → F2为域同构，f1(x) ∈ F1[x]不可约，f2(x) = σ0(f1(x)) ∈ F2[x]，且 α1, α2分别是 f1, f2的一
个根，则 σ0 可以延拓为（或者说唯一诱导出）域同构 σ : F1(α1) → F2(α2)的域同构，使得 σ(α1) = α2.

推论 1.1

♥

设 f(x) ∈ F [x]不可约，α1, α2 为 f 的两个根，Ei = F (αi)，则存在唯一同构 σ : E1 → E2 使得 σ(α1) =

α2, σ|F = Id.

定理 1.2 (向分裂域延拓)

♥

设 σ0 : F1 → F2为一个域同构，f1(x) ∈ F1[x]不可约，f2(x) = σ0(f(x)) ∈ F2[x]，E1, E2分别为 f1, f2的
分裂域，则 σ0 可以延拓为域同构 σ : E1 → E2.



1.1 分裂域

证明 设 f1 在 F1[x]中分解为 k 个不可约因子之积，令 dF (f1) = deg f1 − k，，当 dF (f1) = 0时结论显然成立
（这时 Ei = Fi, σ = σ0），若 dF (f1) > 0，则其存在次数大于 1的不可约因子 g1(x)，设 α1, α2 分别为 g1, g2 在
E1, E2 中的根，则根据延拓定理，σ0 可以先延拓为域同构

σ1 : F1(α1) → F2(α2), σ1(α1) = α2, (1.3)

设 Bi = Fi(αi)，则 f1(x) ∈ F [x] ⊂ B[x]，这时 dB(f1) < dF (f1)，Ei 可以看作 Bi[x]上 f 的分裂域，因此
由归纳假设，σ1 可以延拓为域同构 σ : E1 → E2，得证.

上述延拓定理可以通过下图理解

图 1.1: 同构延拓

借助延拓定理易证分裂域唯一性.

推论 1.2 (分裂域的同构唯一性)

♥
设 f(x) ∈ F [x]，则 f 的任何分裂域均相互同构.

1.1.2 嵌入理论

定义 1.2 (F -嵌入)

♣

设 E/F 为域，F 为其代数闭域，若单同态 σ : E → K 满足 σ|F = Id，则称 σ为 E 到 F 的一个 F -嵌入，
并且称 σ(E)与 E 共轭.

首先考虑单扩张的情形，设 E = F (α), α ∈ F，那么任一 F -嵌入 σ : E → F，必定将 α映为 mα 的另一个
根；反之根据延拓定理，对mα 的两个根 α, α′，存在唯一同构使得 F (α) ∼= F (α′)，因此可得有如下引理

引理 1.2

♥

设 E = F (α)为单扩张，则 E 到 F 的 F -嵌入的个数等于mα在 F 中不同根的个数，因此小于 degmα =

[E : F ]，等号成立当且仅当 E/F 为可分扩张（或者说 u为可分元，可分的概念在后面给出）.

该引理可以归纳推广到有限扩张的情形

推论 1.3 (有限扩张的 F -嵌入)

♥
设 E/F 为有限扩张，则 E 到 F 的 F -嵌入的个数小于 [E : F ]，等号成立当且仅当 E/F 为可分扩张.

根据上面定理的取等条件，可以引出可分的概念.
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1.2 可分扩张与正规扩张

定义 1.3 (可分性)

♣

1. 称 f(x) ∈ F [x]为可分多项式，若其任意不可约因子都没有重根.
2. 设 E/F 为代数扩张，称 α ∈ E 为可分元，若其在 F 中的极小多项式mα(x)可分.
3. 称代数扩张 E/F 为可分扩张，若任何 α ∈ E 都是可分元.

注由于极小多项式本身不可约，因此 α为可分元当且仅当mα 无重根.

1.2 可分扩张与正规扩张

1.2.1 可分扩张

引理 1.3

♥
设 E/F, f(x) ∈ F [x], α ∈ E 使得 f(α) = 0，则 α为 f 的单根当且仅当 f(α) = 0, f ′(α) 6= 0.

证明 设 f(x) = (x−α)g(x)，则 f ′(x) = (x−α)g′(x)+g(x) ⇒ f ′(α) = g(α).若α为 f的单根，则 f ′(α) = g(α) 6= 0；
反之若 f ′(α) 6= 0则 g(α) 6= 0，因此 x− α ∤ g(x)，即 α为 f 的单根.

命题 1.2

♠

设 f(x) ∈ F [x]不可约，若 f ′(x) 6= 0，则 f(x)可分.进一步有
1. 若 charF = 0, f(x) ∈ F [x]不可约且 f ′(x) 6= 0，则 f 可分.
2. 若 charF = p, f(x) ∈ F [x]不可约，则 f 可分（f ′(x) 6= 0）或存在 g(x) ∈ F [x]使得 f(x) = g(xp).

证明 设 E为 f 的分裂域，α ∈ E为 f 的根，则 f 不可约说明 f(x) = mα(x)，并且 f ′(α) 6= 0（否则与极小性矛
盾），故 α为 f 的单根，因此 f 可分.charF = p的情形也是显然的.
称 E/F 为可分扩张当且仅当对任意 α ∈ E，mα(x) ∈ F [x]均可分，借助上面的命题可得

推论 1.4 (零特征域上的代数扩张可分)

♥若 charF = 0，则 F 的任何代数扩张均可分.

证明 设 E/F 为代数扩张，则对任意 α ∈ E，mα(x) ∈ F [x]无重根，因此 E/F 可分.

定义 1.4 (完全域 (perfect field))

♣称域 F 为完全域，若其任何代数扩张均为可分扩张.

注前述推论说明任何零特征域均为完全域.
下面给出一个 p特征域的完全性判别法，首先考虑一个引理.

引理 1.4

♥
设 charF = p，a ∈ F, a /∈ F p，则对任意 t ⩾ 1，f(x) = xp

t − a ∈ F [x]不可约.

证明 作不可约分解 f(x) = g1(x) · · · gk(x) ∈ F [x]，设 g1(α) = 0, E = F (α)，则 g1 = mα，进一步

f(x) = xp
t

− a = (x− α)p
t

∈ E[x], (1.4)

由于每个 gi|f，因此 gi均为 x−α的幂，故 g1|gi，将上面的讨论对 g2, · · · , gk进行，可得 g1 = · · · = gk = g，
即 f(x) = g(x)k，因此

f(x) = (x− α)p
t

= (x− α)jk, (1.5)
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1.3 Galois扩张与 Galois基本定理

设 j = ps, k = pt−s，若 t− s 6= 0则

g(x) = (x− α)p
s

∈ F [x] ⇒ g(x)p
t−s−1

= (x− α)p
t−1

= xp
t−1

− αp
t−1

∈ F [x], (1.6)

因此 b = αp
t−1 ∈ F，此时 bp = αp

t

= a，与 a /∈ F p 矛盾，因此 t = s, k = 1，即 f = g不可约.

定理 1.3

♥
F 为完全域当且仅当 charF = 0或 charF = p且 F = F p = {ap : a ∈ F}.

证明 设 E/F 为代数扩张，若 charF = p, F = F p，则对任意 α ∈ E,mα(x) ∈ F [x]，若 m′
α 6= 0，则 mα 可分；

若m′
α = 0则设mα(x) =

∑k
i=0 cix

ip，由于 F = F p，存在 dpi = ci，即

mα(x) =

k∑
i=0

cix
ip =

k∑
i=0

(dix
i)p =

(
k∑
i=0

dix
i

)p
, (1.7)

这与mα 的不可约性矛盾，故 E/F 可分.
反之设 F 为完全域，charF = p，假设存在 a ∈ F, a /∈ F p，则考虑 f(x) = xp − a ∈ F [x]，由引理得 f(x)

不可约，设 α为 f 的根，则 f(x) = (x− α)n，它有重根，与 F (α)/F 的可分性矛盾.

推论 1.5

♥任何有限域都是完全域.

证明 设 F 为有限域，charF = p，考虑 Frobenius自同态 Φ : F → F,Φ(a) = ap，则 ImΦ = F p ⩽ F，对任意
a, b ∈ F，a 6= b说明 Φ(a)− Φ(b) = Φ(a− b) 6= 0，故 Φ为单射，即 |ImΦ| = |F |, F p = F，即 F 为完全域.

1.2.2 正规扩张

定义 1.5 (正规扩张)

♣
称代数扩张 E/F 为正规扩张，若任何在 E 中有根的多项式 f(x) ∈ F [x]都在 E 中分裂.

注容易验证正规扩张的等价定义：任意 α ∈ E 在 F 中的极小多项式mα(x)在 E 中分裂.
显然，借助分裂域进行的扩张必然正规.下面的定理给出了有限正规扩张的具体刻画.

定理 1.4

♥

设 E/F 为有限代数扩张，则下述命题等价：
1. E/F 为正规扩张.
2. E 为某个 f(x) ∈ F [x]的分裂域.
3. E/F 是共轭封闭的，即对 F 中任意 F -嵌入 σ : E → K 都有 σ(E) = E.

证明 1 ⇒ 2：设 E = F (α1, · · · , αn)，则 f(x) = mα1(x) · · ·mαn(x)在 E 中分裂（每个mαi ∈ F [x]），并且不存
在更小的中间域 E′ 使之分裂（否则 E′ 须包含 α1, · · · , αn），即得.

2 ⇒ 3：设 f 的根为 α1, · · · , αn，则 E = F (α1, · · · , αn)，其分裂域性质说明 σ 将每个根 αi 映为另一个根
αj，因此 σ(E) = E.

3 ⇒ 1：若不然，则存在 α ∈ E 使得mα ∈ F [x]存在一个不在 E 中的根 α′，根据延拓定理有下图成立
其中 E′ 与 E 同构，但 E/F 的共轭封闭性说明 σ(E) = E′ = E，因此 α′ ∈ E，矛盾.
从上面的共轭封闭性可以理解“正规”的来源，一个群的正规子群只有其自身一个共轭类，正规扩张也说明

其只有其一个共轭类.
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1.3 Galois扩张与 Galois基本定理

图 1.2: 同构延拓

1.3 Galois扩张与 Galois基本定理

1.3.1 Galois基本定理

定义 1.6 (Galois群)

♣
设 E/F，定义 Gal(E/F ) = {σ ∈ Aut(E) : ∀x ∈ F, σ(x) = x}，即 E 上的 F -自同构.

定义 1.7 (固定子域)

♣
设 S ⊂ Aut(E)，定义 Fix(S) = {a ∈ E : ∀σ ∈ S, σ(a) = a}.

容易验证 Galois群确实是一个群，固定子域也确实是域.另外由定义可以看出，Galois群与固定子域存在互
逆关系，易证它们有如下性质

命题 1.3

♠

设 F, F1, F2 ⩽ E;G,G1, G2 ⩽ Aut(E)，则
1. 若 G1 ⩽ G2 则 Fix(G1) ⩾ Fix(G2)；若 F1 ⩽ F2 则 Gal(E/F1) ⩾ Gal(E/F2).
2. F ⩽ Fix(Gal(E/F ))，G ⩽ Gal(E/Fix(G)).
3. Gal(E/Fix(Gal(E/F ))) = Gal(E/F ),Fix(Gal(E/Fix(E/F ))) = Fix(E/F ).

证明
1. 这是显然的.
2. 这是显然的.
3. 令 G = Gal(E/F )，由 2直接得到

Gal(E/F ) ⩽ Gal(E/Fix(Gal(E/F ))), (1.8)

另一方面

F ⩽ Fix(Gal(E/F )) ⇒ Gal(E/F ) ⩾ Gal(E/Fix(Gal(E/F ))), (1.9)

故 Gal(E/Fix(Gal(E/F ))) = Gal(E/F )，另一个同理.
下面定义 Galois扩张，首先考虑定理

定理 1.5 (Galois判定定理)

♥

设 E/F 为有限扩张，G = Gal(E/F )，则如下等价：
1. Fix(G) = F .
2. |G| = [E : F ].
3. E/F 为正规可分扩张.

注注意到 E/F 为正规可分扩张当且仅当 E 为 F 上某个可分多项式的分裂域.
证明 1 ⇒ 2：显然 |G| ⩽ [E : F ]（G中元素都是 E 上的 F -嵌入），反方向由 Artin引理可得；
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1.3 Galois扩张与 Galois基本定理

2 ⇒ 1：显然 F ⩽ Fix(G)，再加上 [E : F ] = |G| = [E : Fix(G)]（也就是 Artin引理）即得.
2 ⇔ 3：回顾：E/F 可分当且仅当 E到 F 的K-嵌入有 [E : F ]个；E/F 正规当且仅当 E到 F 的 F -嵌入 σ，

都有 σ(L) = L，即 σ ∈ Gal(L/K).

引理 1.5 (Artin)

♥
设 G = {σ1 = Id, · · · , σn} ⩽ Aut(E)，F = Fix(G)，则 [E : F ] = n，也即 [E : Fix(G)] ⩽ |G|.

注显然有 |G| ⩽ |Gal(E/Fix(G))| ⩽ [E : Fix(G)]（这里不需要 G的群结构），因此 Artin引理等价于一边的不等
号.
证明 若 [E : F ] = r > n = |G|，则存在 F -线性无关元 e1, · · · , er ∈ E，考虑矩阵

(σi(ej))n×r =


σ1(e1) σ1(e2) · · · σ1(er)

...
...

...
σn(e1) σn(e2) · · · σn(er)

 = (x1, x2, · · · , xr), (1.10)

不妨设 x1, · · · , xk 恰好 E-线性相关，即存在唯一 a2, · · · , ak ∈ E 使得

x1 = a2x2 + · · ·+ akxk ⇒ e1 = a2u2 + · · ·+ akek, (1.11)

下证 ai ∈ F，任取 σ ∈ G，σ 作用在上述矩阵上可视为行变换 (σi(ej)) 7→ (σσi(ej))，它不改变线性相关关
系，故

σ(x1) = a2σ(x2) + · · ·+ akσ(xk), (1.12)

另一方面直接用 σ作用可得

σ(x1) = σ(a2)σ(x2) + · · ·+ σ(ak)σ(xk), (1.13)

根据唯一性可知 ai ∈ F，与 F -线性无关矛盾.

定义 1.8 (Galois扩张)

♣
称代数扩张 E/F 为 Galois扩张，若其满足上述定理的任一条.

引理 1.6

♥

1. 若有限群 G ⩽ Aut(E)，则 Gal(E/Fix(G)) = G.
2. 设 G1, G2 ⩽ Aut(E)且不相同，则 Fix(G1),Fix(G2)也不相同.
3. 设 H ⩽ G ⩽ Aut(E)，σ ∈ G，则 σ(Fix(H)) = Fix(σHσ−1).

证明
1. 根据定义显然有 G ⩽ Gal(E/Fix(G))，反之假设存在 σ ∈ Gal(E/Fix(G)), σ /∈ G，则根据前面的定理（一
边实际上不需要 G是群）可得矛盾：

n = |G| = [E : Fix(G)] ⩾ [E : Fix(G ∪ {σ})] ⩾ |G ∪ {σ}| = n+ 1, (1.14)

2. 注意到 Gi = Gal(E/Fix(Gi))，因此

Fix(G1) = Fix(G2) ⇔ Gal(E/Fix(G1)) = Gal(E/Fix(G2)) ⇔ G1 = G2. (1.15)

3. 显然 σ(Fix(H)) ⩽ Fix(σHσ−1)，而对任意 a ∈ Fix(σHσ−1), h ∈ H，都有

σhσ−1(a) = a⇔ h(σ−1(a)) = σ−1(a) (1.16)

故 σ−1(a) ∈ Fix(H), a ∈ σ(Fix(H))，Fix(σHσ−1) ⊂ σ(Fix(H))，得证.
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定理 1.6 (Galois基本定理)

♥

设 E/F 为有限 Galois扩张，G = Gal(E/F )，则
1. E/F 的中间域 B 与 G的子群 GB 之间存在一一对应：B = Fix(GB), GB = Gal(E/B).
2. 设 E ⊃ B ⊃ F，则 B/F 为正规扩张当且仅当GB /G，并且此时 B/F 为 Galois扩张，Gal(B/F ) ∼=
G/GB = Gal(E/F )/Gal(E/B).

3. 对每个中间域 B，[B : F ] = [G : GB ]且 [E : B] = |GB |.

证明
1. 对任意 H ⩽ G，Fix给出了一个映射

Γ : {G的子群} −→ {E/F中间域} (1.17)

H 7−→ Fix(H) (1.18)

引理说明 Fix(H1) = Fix(H2) ⇔ H1 = H2，因此 Γ为单射，另外对任意中间域 B，Gal(E/B) ⩽ G，而
E/F 为 Galois扩张说明 E/B 为 Galois扩张，因此 B = Fix(Gal(E/B))，故 Γ为满射.

2. 若 GB / G，由引理可得 ∀σ ∈ G

σ(B) = Fix(σGBσ
−1) = Fix(GB) = B, (1.19)

即 B 对共轭封闭，可得 B/F 正规.进一步，σ(B) = B 实际上诱导出了一个良定的群同态

R : Gal(E/F ) −→ Gal(B/F ) (1.20)

σ 7−→ σ|B (1.21)

显然R为满射，并且

KerR = {σ : σ|B = IdB} = Gal(E/B) = GB , (1.22)

根据同态基本定理可得

G/GB = Gal(E/F )/Gal(E/B) ∼= Gal(B/F ). (1.23)

反之若 B/F 为 Galois扩张，则 B必然为某个可分多项式 f(x) ∈ F [x]的分裂域，设 β1, · · · , βr 为 f 的根，
则 B = F (β1, · · · , βr).f ∈ F [x]说明对任意 σ ∈ G有 σ(f(x)) = f(x)，因此 σ作了这 r个根的置换，这也
说明了 σ(B) = B，根据上一条引理有 Fix(σGBσ

−1) = Fix(GB)，因此 GB = σGBσ
−1，即 GB / G.

3. E/F 为 Galois扩张说明 E/B 为 Galois扩张，因此

B = Fix(Gal(E/B)) ⇒ [E : B] = |Gal(E/B)| = |GB |, (1.24)

而另一方面 [E : F ] = [E : B][B : F ], |G| = |GB |[G : GB ]，因此 [B : F ] = [G : GB ].

1.3.2 三次方程求根公式

定义 1.9 (多项式的 Galois群)

♣
设 E 为 f(x) = (x− r1) · · · (x− rn) ∈ F [x]的分裂域，则称 Gal(E/F )为多项式 f 的 Galois群.

注 由于 G = Gal(E/F ) 的元素给出了根的置换（即根集合上的作用），因此 G 可以嵌入到 Sn 中，可不妨设
G ⩽ Sn.特别当 f 不可约时，这样的作用是可迁的（transitive）.

定义 1.10 (判别式)

♣
记号如上，设 charF 6= 2，称 ∆ =

∏
i<j(ri − rj)为 f 的判别式.

注显然 ∆2 ∈ F，并且 G ⩽ An 当且仅当 ∆ ∈ F（根据置换的奇偶性可得）.
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1.4 Galois理论的一些应用

定义 1.11 (循环扩张)

♣
称 E/F 为循环扩张，若 Gal(E/F )为循环群.

定理 1.7 (循环扩张的刻画)

♥

设 p 为素数，charF 6= p，F 包含所有 p 次单位根，E/F 为 p 次循环扩张，则存在 c ∈ F 使得 E 为
xp − c ∈ F [x]的分裂域.

考虑 F 中的三次方程 x3 + px+ q = 0，要求 charF 6= 2, 3，其判别式D2 = −4p3 − 27q2 ∈ F（根据齐次性，
待定系数可得），因此其 Galois群 G ⩽ A3（不妨设 G = S3），根据 Galois对应可得

G . A3 . {1} (1.25)

F ⊂ F (D) ⊂ E (1.26)

设 E = K(D)( 3
√
c)，则 σ( 3

√
c) = ω 3

√
c，设

β = r1 + ωσ(r1) + ω2σ2(r1) (1.27)

⇒ σ(β) = w2β (1.28)

⇒ σ(β3) = β3 (1.29)

因此 β3 ∈ F (D).事实上有 β3 = 27− 3(4− ω)D

1.4 Galois理论的一些应用

1.4.1 单扩张

定义 1.12 (单扩张)

♣
设 E/F 为代数扩张且存在 α ∈ E 使得 E = F (α)，则称 E 为 F 的单扩张.

定理 1.8

♥
设 E/F 为有限扩张，则 E/F 为单扩张当且仅当存在有限多个中间域 F ⊂ B ⊂ E.

证明 若 F 为有限域，则 E/F 为有限扩张说明 E 为有限域，因此其中间域个数也是有限的，E∗ 为循环群，因
此存在 α ∈ E 使得 E = F (α).

对于 F 无限的情况，若 E = F (α)为单扩张，考虑 mα(x) ∈ F [x]，对任意中间域 F ⊂ B ⊂ E，可以考虑
m̃α(x) ∈ B[x]，则显然有

m̃α|mα, E = B(α), deg m̃α = [E : B], (1.30)

设在 F 中添加 m̃α 的系数得到的域为 D，则 F ⊂ D ⊂ B ⊂ E = D(α), m̃α(x) ∈ D[x]，此时 m̃α 必然为 α

在 D中的极小多项式，因此 [E : D] = deg m̃α = [E : B]，这说明 B = D，也即中间域 B 与极小多项式mα 的
因子一一对应，这样的因子只有有限个（相当于根的组合），故中间域也只有有限多个.
反之设 E/F 的中间域仅有限多个，只需证明对任意 α, β ∈ E，存在 γ1 ∈ E 使得 F (α, β) = F (γ1). 对于

a ∈ F，考虑扩域 F (α+aβ)，由于中间域仅有限多个，因此必然存在 a1 6= a2 ∈ F 使得 F (α+a1β) = F (α+a2β)，
令 γi = α+ aiβ，则 F (γ1) = F (γ2)，即 γ1, γ2 ∈ F (γ1)，γ2 − γ1 = (a2 − a1)β ∈ F (γ1)，这说明

F (γ1) ⊂ F (α, β) ⊂ F (γ1) ⇒ F (γ1) = F (α, β). (1.31)

借助 Galois理论，很容易得出如下结论.
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1.5 迹和范数

推论 1.6

♥
若 E/F 为有限可分扩张，则 E/F 为单扩张.

证明 设 E = F (α1, · · · , αk)，则每个极小多项式 mαi
(x) ∈ F [x]都可分，因此 f(x) = mα1

(x) · · ·mαk
(x)也可

分，设 E′ ⊃ E为 f 的分裂域，则 E′/F 为 Galois扩张，根据 Galois对应可知 E′/F 只有有限多个中间域，因此
E/F 也只有有限多个中间域，即 E/F 为单扩张.

引理 1.7

♥
设 E/F 为有限 Galois扩张，α ∈ E，则 E = F (α)当且仅当对任意 σ ∈ Gal(E/F ), σ 6= Id有 σ(α) 6= α.

证明 【证法 1】设

d = [F (α) : F ] = degmα(x), n = [E : F ] = |Gal(E/F )|, (1.32)

则 E = F (α)当且仅当 n = d，设mα(x) = (x− α1) · · · (x− αd)，这里的根为 α1 = α的 Galois共轭元，故
E = F (α)当且仅当 α有 n个共轭元，即每个 σ ∈ Gal(E/F )对应了一个共轭元（Id对应自身）.
【证法 2】设 B = F (α)，则由 FTGT，存在 H ⩽ Gal(E/F )使得 B = Fix(H)，事实上这里

H = {σ ∈ Gal(E/F ) : σ|B = Id} = {σ ∈ Gal(E/F ) : σ(α) = α}, (1.33)

因此 E = B = Fix(H) ⇔ H = {Id}，得证.
上面的结果也可以不依赖 Galois理论独立给出.

引理 1.8

♥

设 E/F 为有限可分扩张，α ∈ E，则 E = F (α) 当且仅当对任意不为 IdE 的 F -嵌入 σ : E → F 都有
σ(α) 6= α.

证明 E/F 有限可分说明 E/F (α) 有限可分，而 [E : F (α)] = |HomF (α)(E,F )|，因此 E = F (α) 当且仅当
|HomF (α)(E,F )| = 1，即仅有 IdE 保持 α不变.
证明 【可分扩张为单扩张】只需考虑无限域情形，设 E = F (α, β) 为可分扩张，mα,mβ ∈ F [x] 的根分别为
α1 = α, · · · , αm;β1 = β, · · · , βn，|F | = ∞说明存在 c ∈ F，只要 (i, j) 6= (1, 1)就有 α + cβ 6= αi + cβj（因为
(α− αj)/(βj − β)仅有限个），令 γ = α+ cβ，则由上述引理可知 E = F (γ)（因为 F -嵌入必然将 α, β映为某个
αi, βj）.

1.5 迹和范数

1.5.1 基本定义

对于有限扩张 E/F 以及非零元 u ∈ E，可以诱导一个线性变换 Tu ∈ HomF (E,E)，Tu(x) = ux，由此定义

定义 1.13 (迹与范数)

♣

设 E/F 为有限扩张，对任意 u ∈ E，定义

TrE/F (u) = tr(Tu), NE/F (u) = det(Tu). (1.34)

注根据定义可得 trace和 norm都在 F 中（考虑对应变换的矩阵）.
例 1.1

设 E/F = Q( 3
√
5, ω)/Q，α = 3

√
5，则其一组基为 1, α, α2, ω, ωα, ωα2，易验证

TrE/F (α) = 0 = 0 · [E : F (α)], NE/F (α) = 5[E:F (α)]. (1.35)
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1.5 迹和范数

设 E = F (α)，mα(x) = xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a0，则 TrE/F (α) = −an−1,NE/F (α) = (−1)na0，这一观

察是因为 Tα 的极小多项式与 α的极小多项式相同，根据维数可知 Tα 的特征多项式等于极小多项式.
对于 Galois扩张，其范数与迹有如下等价定义

引理 1.9 (Galois扩张的范数/迹)

♥

设 E/F 为有/限 Galois扩张，G = Gal(E/F )，对于 u ∈ E 有

TrE/F (α) =
∑
σ∈G

σ(α), NE/F (α) =
∏
σ∈G

σ(α). (1.36)

证明 设 B = F (u), [B : F ] = m, [E : F ] = n，则 1, u, · · · , um−1 是 B/F 的一组基，设 v1, · · · , vn/m 为 E/B 的
一组基，则

1, u, · · · , um−1, v1, v1u, · · · , v1um−1, · · · , vn/m, · · · , vn/mum−1 (1.37)

是 E/F 的一组基，设mu(x) = xm + am−1x
m−1 + · · ·+ a0，则这也是 Tu 的极小多项式，其友方阵为

Cu =



0 0 · · · 0 −a0
1 0 · · · 0 −a1
0 1 · · · 0 −a2
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 −an−1


, (1.38)

进一步可得 Tu 在上述基下的矩阵为 diag(Cu, Cu, · · · , Cu)，因此

TrE/F (u) = n/m(−an−1), NE/F (u) = (−1)na
n/m
0 , (1.39)

设 mu 的所有根为 u1 = u, u2, · · · , um，则根据延拓定理，对于每个 ui，恰好存在 [E : B] = n/m个 Gal(E/F )

中的自同构 σ使得 σ(u) = ui，因此

TrE/F (u) = n/m(−an−1) = n/m

m∑
i=1

ui =
∑
σ∈G

σ(u), (1.40)

NE/F (u) = (−1)na
n/m
0 =

(
m∏
i=1

ui

)n/m
=
∏
σ∈G

σ(u). (1.41)

命题 1.4

♠

设 E/F 为 n次 Galois扩张，设 B为中间域（故 E/F 为 Galois扩张）且 B/F 为 Galois扩张，则对任意
a ∈ F, α, β ∈ E 有

1. NE/F (a) = an，TrE/F = na.
2. NE/F (αβ) = NE/F (α)NE/F (β)，TrE/F (α+ β) = TrE/F (α) + TrE/F (β).
3. NE/F (α) = NB/F (NE/B(α))，TrE/F (α) = TrB/F (TrE/B(α))

定理 1.9

♥

设 E/F 有限可分，则

Tr : E × E −→ F (1.42)

(x, y) 7−→ Tr(xy) (1.43)

为一个非退化双线性函数（即其对应度量矩阵可逆）.

证明 双线性函数是显然的.由于有限可分扩张必为单扩张，因此可设 E = F (u)，令 u1 = u, · · · , un为 u的共轭
元（在代数闭包 F 中考虑），即mu(x) = (x− u1) · · · (x− un)，取 E/F 的基 1, u, · · · , un−1，记该基下的度量阵

10



1.5 迹和范数

为 A，则 aij = Tr(ui+j−2) =
∑n
k=1 u

i+j−2
k ，由此可得

A =


1 1 · · · 1

u1 u2 · · · un
...

... · · ·
...

un−1
1 un−1

2 · · · un−1
n




1 u1 · · · un−1

1

1 u2 · · · un−2
2

...
... · · ·

...
1 un · · · un−1

n

 , (1.44)

故其非退化.

1.5.2 Hilbert 90定理

定理 1.10 (Dedekind)

♥
设 E/F 为 Galois扩张，G = Gal(E/F ) = {σ, · · · , σn}，则 σ1, · · · , σn 是 F -线性无关的.

证明 不妨设 σ1 = a2σ2 + · · ·+ amσm，并且 ai 唯一（即取极大线性无关组），则对任意 u, v ∈ E 有

σ1(u) = a2σ2(u) + · · ·+ amσm(u) (1.45)

σ1(vu) = a2σ2(vu) + · · ·+ amσm(vu), (1.46)

不妨取 v ∈ L使得 σ1(v) 6= σ2(v)则

σ1(u) = a2
σ2(v)

σ1(v)
σ2(u) + · · ·+ am

σm(v)

σ1(v)
σm(u), (1.47)

矛盾.

引理 1.10

♥

设 E/F 有限，G = Gal(E/F )，f : G→ E 满足 f(στ) = f(σ) + σ(f(τ))（cocycle条件），则存在 v ∈ E，
对任意 σ ∈ G有 f(σ) = v − σ(v).

证明 不妨设 f 6= 0. 根据 Dedekind 定理，存在 u ∈ E 使得 w =
∑
σ∈G f(σ)σ(u) 6= 0 且

∑
σ∈G σ(u) 6= 0，取

η ∈ G，则

η(w) =
∑
σ∈G

η(f(σ)σ(u)) =
∑
σ∈G

η(f(σ))η(σ(u)) (1.48)

=
∑
σ∈G

(f(ησ)(ησ)(u)− f(η)(ησ)(u)) (1.49)

= w − f(η)Tr(u) (1.50)

⇒ f(η) =
w − η(w)

Tr(u)
, (1.51)

令 v = w/Tr(u)即得.

引理 1.11

♥

设 E/F 有限，G = Gal(E/F )，f : G → E 满足 f(στ) = f(σ)σ(f(τ))，则存在 v ∈ E，对任意 σ ∈ G有
f(σ) = v/σ(v).

证明 不妨设 f 6= 0.根据 Dedekind定理，存在 u ∈ E 使得 w =
∑
σ∈G f(σ)σ(u) 6= 0，取 η ∈ G，则

η(w) =
∑
σ∈G

η(f(σ)σ(u)) =
∑
σ∈G

η(f(σ))η(σ(u)) (1.52)

=
∑
σ∈G

(f(ησ)(ησ)(u))/f(η) (1.53)

= w/f(η) (1.54)

11



1.5 迹和范数

⇒ f(η) =
w

η(w)
, (1.55)

令 v = w即得.

定理 1.11 (Hilbert 90)

♥

设 E/F 为有限循环 Galois扩张，Gal(E/F ) = 〈σ〉，设 u ∈ E 则
1. 若 TrE/F (u) = 0，则存在 v ∈ E 使得 u = v − σ(v).
2. 若 NE/F (u) = 1，则存在 v ∈ E 使得 u = v/σ(v).

证明
1. 令 f : G→ L使得

f(1) = 0, f(σ) = u, f(σ2) = u+ σ(u), f(σi) = u+ σ(u) + · · ·+ σi−1(u), (1.56)

Tr(u) = 0说明 f 是良定的.由于

f(σiσj)(u) = u+ · · ·+ σi−1(u) + σi(u) + · · ·+ σi+j−1(u) (1.57)

= [f(σi) + σi(f(σj))](u), (1.58)

故 f 满足 cocycle条件，根据引理可知存在 v ∈ E 使得 u = f(σ) = v − σ(v).
2. 令 f : G→ L使得

f(1) = 0, f(σ) = u, f(σ2) = uσ(u), f(σi) = uσ(u) · · ·σi−1(u), (1.59)

N(u) = 1说明 f 是良定的.由于

f(σiσj)(u) = u · · ·σi−1(u)σi(u) · · ·σi+j−1(u) (1.60)

= [f(σi)σi(f(σj))](u), (1.61)

故 f 满足引理条件，即存在 v ∈ E 使得 u = f(σ) = v/σ(v).
考虑 Hilbert 90的应用.

定理 1.12 (循环扩张)

♥

设 p为素数，E/F 为 p次循环 Galois扩张，F 包含本原 p次单位根，则
1. 若 charF 6= p，则存在 a ∈ K 使得 L ∼= K[x]/(xp − a).
2. 若 charF = p，则（注意此时 p次单位根只有 1）存在 c ∈ K 使得 L ∼= K[x]/(xp − x+ c).

证明
1. 设 ζ 为 p次本原单位根，则 NE/F (ζ) = 1，因此存在 v ∈ L使得 ζ = v/σ(v)，即 σ(v) = ζ−1v，观察得到
v /∈ F, vp ∈ F，因此mv(x) = xp − vp，得证.

2. 此时 TrE/F (1) = 0，因此存在 v ∈ E 使得 1 = v − σ(v)，也即 σ(v) = v − 1，易验证mv(x) = xp − x+ c.

12



第 2章 模论

2.1 基本概念

2.1.1 模的定义

定义 2.1 (模)

♣

设 R为幺环，(M,+)为群，若存在二元运算 R×M →M, r · x = rx（或者说数乘），满足
1 · x = x.
(r1r2)x = r1(r2x).
r1(x1 + x2) = r1x1 + r2x2.
(r1 + r2)x = r1x+ r2x.

则称M 为（左）R-模，

注右模的定义也是类似的，只是第二条变为 x(r1r2) = (xr1)r2，有时也会将右模的作用写在左边，二者的区分
在于结合顺序的先后.特别当 R为交换环时，左模与右模等价.
例 2.1

设 k为域，V/k为线性空间，则 V 为 k-模.
Z-模等价于 Abel群.
设 k为域，R =Mn(k)，V = kn 为列向量几何，则 V 是一个左 R-模，考虑行向量可得右模.
设 V/k为线性空间，T ∈ Hom(V, V ), R = k[x]，则令 f(x) · T = f(T )可以给出一个 R-模，记为 V T .

定义 2.2 (子模)

♣设M 为 R-模，称子群 N ⩽M 为其子 R-模，N 也是一个 R-模.

注容易验证，N ⩽M 为子模当且仅当其满足封闭性，即 RN ⊂ N .
例 2.2设 R为幺环，则 R可视为 R-模，并且其子模为其理想.

命题 2.1

♠
设 N1, N2 ⩽M，则 N1 ∩N2, N1 +N2 = {z1 + z2 : zi ∈ Ni} ⩽M .

定义 2.3 (生成的模)

♣
设M 为 R-模，对于 S ⊂M，定义 S 生成的模为M 中的包含 S 的最小的子模，记为 (S).

定义 2.4 (商模)

♣
设M 为 R-模，N 为其子模，则可定义商模M/N = {a+N : a ∈M}，有数乘 r · (x+N) = rx+N .

定义 2.5 (模同态)

♣称映射 f :M → N 为模同态，若它是 R-线性的加法群同态.

例 2.3
设M 为 R-模，取定 x ∈M，设 ϕx : R→M, r 7→ rx，则容易验证 ϕx 是一个模同态，并且 Imϕx = Rx.

设V = k2, T =

(
1 1

0 1

)
，R = k[x]，则V T 是一个R-模，取 e1 = (1, 0)T , e2 = (0, 1)T，考虑ϕe1 , ϕe2 : R→ V，



2.1 基本概念

则容易验证

Imϕe1 = ke1, Imϕe2 = V. (2.1)

设 R为交换环，取 a ∈ R，设 ψa :M →M,x 7→ ax，则容易验证 ψx是一个模同态（若非交换，则无模结
构）.
设 R为交换环，M,N 为 R-模，考虑 HomR(M,N)，它在加法、数乘下构成一个 R-模.

定理 2.1 (同态基本定理)

♥

1. 设 f :M → N 为 R-模同态，则M/Ker f ∼= Im f .
2. 设 N1, N2 ⩽M，则 N1/N1 ∩N2

∼= (N1 +N2)/N2.
3. 设K ⩽ N ⩽M，则M/N ∼= (M/K)/(N/K).
4. 设 N ⩽M，则M/N 的子模与M 的包含 N 的子模存在一一对应.

例 2.4 延续上例记号，则 Kerϕe1 = (x − 1) ⩽ k[x] = R，因此 k[x]/(x − 1) ∼= Re1 = ke1. 另一方面由于
k[x] = k[x− 1]，因此 Kerϕe2 = ((x− 1)2)，故 k[x]/((x− 1)2) ∼= Re2 = V T .

2.1.2 单模与合成列

定义 2.6 (单模)

♣称 R-模M 为单模，若其无非平凡子模.

例 2.5
设 R为交换环，将其视为 R-模，则 R为单模当且仅当其无非平凡理想，即它是域.
kn 作为 R =Mn(k)模是单模，也就是说对任意非零向量 v ∈ kn，Rv = kn.
易知M 为单模当且仅当任何 0 6= x ∈M 都有Rx =M，也即M = (x)，此时存在满同态 f : R→M, f(r) =

rm，根据同态基本定理可得

M ∼= R/Ker f, (2.2)

根据理想的对应关系可知 m为极大理想，因此可得推论

推论 2.1

♥
R-模M 为单模当且仅当存在极大理想 m / R使得M ∼= R/m.

定义 2.7 (合成列)

♣

设M 为 R-模，若有子模列M =M0 ⊋M1 ⊋ · · · ⊋Mn = {0}使得Mi/Mi+1 为单模，则称M 有一个长
度为 n的合成列.

例 2.6
视 Z为 Z模，则其不存在有限长度的合成列，因为其中单模为 Zp = Z/pZ（p为素数）.
考虑 Z/12Z，则其有合成列 Z/12Z ⊋ 3Z/12Z ⊋ 6Z/12Z ⊋ {0}，相邻商模为 Z3,Z2,Z2.事实上它还有其
它合成列，不过相邻商模是相同的（可能次序不同）.

定理 2.2

♥

设M 为 R-模，假设其有长度为 n的合成列，则
1. M 的任意子模 N 也有合成列.
2. Jordan-Holder引理：M 的任意两个合成列长度相同，并且因子M0/M1, · · · ,Mn−1/Mn在同构意义
下唯一.
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2.1 基本概念

证明
1. 令 Ni = N ∩Mi，则易验证 Ni/Ni+1 = (N ∩Mi)/(N ∩Mi+1) ⩽ Mi/Mi+1，因此通过去掉一些元素即可
得到 N 的合成列.

2. 对长度 n归纳，当 n = 1时显然成立，假设命题对不超过 n− 1的情形成立（即若模存在一个长度不超过
n− 1的合成列，则其所有合成列长度相同且同构）.设M 有两个合成列

M = N0 ⊋ · · · ⊋ Nm = {0}, M =M0 ⊋ · · · ⊋Mn = {0}, (2.3)

不妨设 N1 6=M1，考虑下图

M1 M2 · · · Mn = {0}

M M1 ∩N1 M2 ∩N1 · · · Mn ∩N1 = {0}

N1 N2 · · · Nm = {0}

⊋
⊋ ⊋ ⊋

⊋

⊋
⊋ ⊋ ⊋

⊋
⊋ ⊋ ⊋

根据归纳假设，上图中M1, N1所具有的两个合成列彼此同构，故m = n，显然M =M1 +N1，根据同态
定理有

M/M1
∼= N1/(M1 ∩N1), M/N1

∼=M1/(M1 ∩N1), (2.4)

因此M 的两个合成列彼此同构，长度相同，得证.
将群论中的 Zassenhaus引理推广，可以给出一个直接证明（与群的合成列类似）

引理 2.1 (Zassenhaus butterfly lemma)

♥

设M 为 R-模，A∗ ⩽ A ⩽M,B∗ ⩽ B ⩽M，则有同构
A∗ + (A ∩B)

A∗ + (A ∩B∗)
∼=

A ∩B
(A ∩B∗) + (A∗ ∩B)

∼=
(A ∩B) +B∗

(A∗ ∩B) +B∗ . (2.5)

证明 根据对称性，只需证明左半边.设 D = (A ∩B∗) + (A∗ ∩B)，考虑映射

f : A∗ + (A ∩B) −→ (A ∩B)/D (2.6)

a+m 7−→ m+D (2.7)

显然 f 为满射，首先证明其良定性，设 a1 +m1 = a2 +m2，则

m1 −m2 = a2 − a1 ∈ A∗ ∩A ∩B = A∗ ∩B ⊂ D, (2.8)

因此

f(a1 +m1) = m1 +D = m2 +D = f(a2 +m2). (2.9)

再证 f 为同态：

f((a1 +m1)− (a2 +m2)) = (m1 −m2) +D = (m1 +D)− (m2 +D) = f(a1 +m1)− f(a2 +m2), (2.10)

显然

Ker f = A∗ + (A ∩B∗) + (A∗ ∩B) = A∗ + (A ∩B∗), (2.11)

故由同态基本定理得证.

定理 2.3 (Jordan-Holder-Schreier)

♥若 R-模M 存在合成列，则其合成列在同构意义下唯一.

证明 设M = M0 ⊋ · · · ⊋ Mn = {0},M = N0 ⊋ · · · ⊋ Nm = {0}为M 的两个合成列，则对任意 0 ⩽ i ⩽ n− 1
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2.2 正合列

有

Mi =Mi+1 + (Mi ∩N0) ⊃Mi+1 + (Mi ∩N1) ⊃ · · · ⊃Mi+1 + (Mi ∩Nm−1) ⊃Mi+1 + (Mi ∩Nm) =Mi+1,

(2.12)

如此添加若干因子后，得到新列（未必是合成列），长度为 (n+ 1) + (n+ 1) ∗m = (n+ 1)(m+ 1)，对另一个合
成列也可以作如此操作，根据 Zassenhaus引理可得

Mi+1 + (Mi ∩Nj)
Mi+1 + (Mi ∩Nj+1)

∼=
(Mi ∩Nj) +Nj+1

(Mi+1 ∩Nj) +Nj+1
, (2.13)

因此新列中的因子存在通过对应关系，这时抛去平凡因子后可以得到等价的合成列，而一开始的列本身就是合
成列，即得两合成列等价.

2.1.3 直和与直积

定义 2.8 (直和)

♣

设 {Mi : i ∈ I}为一族 R-模，令
⊕

i∈IMi = {(xi)i∈I : xi ∈Mi,仅有限个xi 6= 0}，可赋模结构 r(xi)i∈I =

(rxi)i∈I，称
⊕

i∈IMi 为这一族 R-模的直和.

命题 2.2 (直和的泛性质)

♠

设 {Mi : i ∈ I} 为一族 R-模，设 {fi ∈ HomR(Mi, N) : i ∈ I} 为一组模同态，则存在唯一模同态
F :

⊕
i∈IMi → N 使得对任意 fi = F ◦ ιi，这里 ιi 为自然嵌入.

⊕
i∈IMi Mi

N
∃!F

ιi

fi

定义 2.9 (直积)

♣

设 {Mi : i ∈ I}为一族 R-模，令
∏
i∈IMi = {(xi)i∈I : xi ∈ Mi}，可赋模结构 r(xi)i∈I = (rxi)i∈I，称∏

i∈IMi 为这一族 R-模的直积.

命题 2.3 (直积的泛性质)

♠

设 {Mi : i ∈ I} 为一族 R-模，设 {fi ∈ HomR(N,Mi) : i ∈ I} 为一组模同态，则存在唯一模同态
F : N →

∏
i∈IMi 使得 fi = πi ◦ F，这里 πi 为自然投影.

∏
i∈IMi Mi

N

πi

∃!F
fi

定义 2.10 (构成直和)

♣

设K,N ⩽M，则有自然同态K ⊕N →M, (x, y) 7→ x+ y，若该同态为单同态，则称K,N 在M 中构成
直和，可记K ⊕N ⩽M（对任意有限情形类似）.

命题 2.4

♠
设M1, · · · ,Mn ⩽M，则它们构成直和等价于对每个 i，Mi ∩ (M1 + · · ·+Mi−1) = {0}.
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2.2 正合列

2.2 正合列

定义 2.11 (正合与正合列)

♣

设M1
φ→M2

ψ→M3为 R-模同态复合，称此序列在M2处正合，若 Kerψ = Imϕ.称一列同态复合是正合
列，若其处处正合.

例 2.7
左正合列：0 → K

φ→M，其中 ϕ为单同态.
右正合列：M ψ→ N → 0，其中 ψ为满同态.
短正合列：0 → K

φ→M
ψ→ N → 0，其中 ϕ为单同态，ψ为满同态且 Kerψ = Imϕ.

若K ⩽M，则 0 → K
ι→M

π→M/K → 0为正合列.
0 → K → K ⊕N → N → 0为正合列.
称两个正合列同构，若存在如下交换图

K1 M1 N1

K2 M2 N2

∼= ∼= ∼=

定理 2.4 (短五引理)

♥

设有如下交换图，其中行正合

0 K M N 0

0 K ′ M ′ N ′ 0

ϕ1

g

ϕ2

f h

ψ1 ψ2

则
1. g, h为满同态⇒ f 为满同态.
2. g, h为单同态⇒ f 为单同态.
3. g, h为同构⇒ f 为同构.

证明
1. 设m′ ∈M ′，此时存在 n ∈ N 使得 h(n) = ψ2(m

′)，φ2 满说明存在m ∈M 使得 φ2(m) = n，因此

ψ2(m
′) = h(φ2(m)) = ψ2(f(m)) ⇒ m0 = f(m)−m′ ∈ Kerψ2 = Imψ1, (2.14)

故存在 k′ ∈ K ′ 使得m0 = ψ1(k
′)，g满说明存在 k ∈ K 使得 k′ = g(k)，因此

m0 = ψ1(g(k)) = f(φ1(k)) ⇒ m′ = f(m− φ1(k)) = f(m̃), (2.15)

故 f 为满射.
2. 设m ∈M 使得 f(m) = 0，则

f(m) = 0 ⇒ 0 = ψ2(f(m)) = h(φ2(m)) ⇒ φ2(m) = 0,m ∈ Kerφ2 = Imφ1, (2.16)

因此存在 k ∈ K 使得m = φ1(k)，并且

0 = f(φ1(k)) = ψ1(g(k)) ⇒ g(k) = 0 ⇒ k = 0,m = f(k) = 0, (2.17)

故 f 为单同态.
3. 由 1,2显然.
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2.2 正合列

定理 2.5 (五引理)

♥

设有如下正合列的交换图

M1 M2 M3 M4 M5

N1 N2 N3 N4 N5

g1

f1

g2

f2

g3

f3

g4

f4 f5

h1 h2 h3 h4

则
1. 若 f1 满，f2, f4 单，则 f3 单.
2. 若 f5 单，f2, f4 满，则 f3 满.

证明
1. 设m3 ∈M3, f(m3) = 0，则

0 = h3(f3(m3)) = f4(g3(m3)) ⇒ g3(m3) = 0,m3 ∈ Ker g3 = Im g2, (2.18)

因此存在m2 ∈M2 使得m3 = g2(m2)，并且

0 = f3(g2(m2)) = h2(f2(m2)) ⇒ f2(m2) ∈ Kerh2 = Imh1, (2.19)

因此存在m1 ∈ N1 使得 f2(m2) = h1(n1)，f1 满说明存在m1 ∈M1 使得 n1 = f1(m1)，因此

f2(m2) = h1(f1(m1)) = f2(g1(m1)) ⇒ m2 = g1(m1), (2.20)

因此m3 = g2(m2) = g2(g1(m1)) = 0，即 f3 为单同态.
2. 设 n3 ∈ N3，f4 满说明存在m4 ∈M4 使得 f4(m4) = h3(n3)，并且

0 = h4(h3(n3)) = h4(f4(m4)) = f5(g4(m4)) ⇒ g4(m4) = 0,m4 ∈ Ker g4 = Im g3, (2.21)

因此存在m3 ∈M3 使得m4 = g3(m3)，并且

h3(n3) = f4(m4) = f4(g3(m3)) = h3(f3(m3)) ⇒ n′ = n3 − f3(m3) ∈ Kerh3 = Imh2, (2.22)

因此存在 n2 ∈ N2 使得 n′ = h2(n2)，f2 满说明存在m2 ∈M2 使得 n2 = f2(m2)，因此

n′ = h2(f2(m2)) = f3(g2(m2)) ⇒ n3 = f3(m3 + g2(m2)) ∈ Im f3, (2.23)

故 f3 满.

定理 2.6 (蛇形引理)
设有如下交换图，其中两行三列正合

0 0 0

R S T

A B C 0

0 A′ B′ C ′

U V W

0 0 0

0 0 0

R S T

A B C 0

0 A′ B′ C ′

U V W

0 0 0

φ1

α1

φ2

α2 α3

f

β1

g

β2 β3

f ′

γ1

g′

γ2 γ3

ρ

ψ1 ψ2
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2.2 正合列

♥

则有正合列
R S T U V W

φ1 φ2 ρ ψ1 ψ2

证明 STEP 1.定义满足交换图的同态 ϕ1, ϕ2, ψ1, ψ2.
直接定义

ϕ1 = α−1
2 ◦ f ◦ α1, ϕ2 = α−1

3 ◦ g ◦ α2, (2.24)

由于 α2 是单同态，因此验证 ϕ1 的良定性只需证明 Im f ◦ α1 ⊂ Imα2 = Ker β2（ϕ2 同理），而这是因为

β2 ◦ (f ◦ α1) = f ′ ◦ (β1 ◦ α1) = 0. (2.25)

同样直接定义

ψ1 = γ2 ◦ f ′ ◦ γ−1
1 , ψ2 = γ3 ◦ g′ ◦ γ−1

2 , (2.26)

由于 γ1 为满同态，因此验证 ψ1 的良定性只需证明 Ker γ1 = Imβ1 ⊂ Ker γ2 ◦ f ′（ψ2 同理），而这是因为

(γ2 ◦ f ′) ◦ β1 = (γ2 ◦ β2) ◦ f = 0. (2.27)

STEP 2.定义满足交换图的同态 ρ ∈ HomR(T,U).
直接定义

ρ = γ1 ◦ f ′−1 ◦ β2 ◦ g−1 ◦ α3, (2.28)

首先 g满说明 Imα3 中的元素在其中有原像，为说明 ρ在 g−1 以及 f ′−1 位置的良定性，只需分别证明
Imβ2 ◦ g−1 ◦ α3 ⊂ Im f ′ = Ker g′.
Ker g = Im f ⊂ Ker γ1 ◦ f ′−1 ◦ β2.

第一点是因为（注意 g满）

g′ ◦ (β2 ◦ g−1 ◦ α3) = β3 ◦ (g ◦ g−1) ◦ α3 = β3 ◦ α3 = 0. (2.29)

第二点是因为（注意 f ′ 单）

(γ1 ◦ f ′−1 ◦ β2) ◦ f = γ1 ◦ (f ′−1 ◦ f ′) ◦ β1 = γ1 ◦ β1 = 0 (2.30)

STEP 3.证明正合性.
1. R φ1→ S

φ2→ T .显然 ϕ2 ◦ ϕ1 = 0 ⇒ Imϕ1 ⊂ Kerϕ2，设 s ∈ Kerϕ2，则

ϕ2(s) = 0 ⇔ g(α2(s)) = 0 ⇔ α2(s) = f(a) ∈ Ker g = Im f, (2.31)

进一步

0 = β2(α2(s)) = β2(f(a)) = f ′(β1(a)) ⇒ β1(a) = 0, a ∈ Kerβ1 = Imα1, (2.32)

即存在 r ∈ R使得 a = α1(r)，因此 s = α−1
2 (f(α1(r))) = ϕ1(s)，即得 Kerϕ2 ⊂ Imϕ1.

2. S φ2→ T
ρ→ U .显然 ρ ◦ ϕ2 = 0 ⇒ Imϕ2 ⊂ Ker ρ，设 t ∈ Ker ρ，则

ρ(t) = 0 ⇔ γ1 ◦ f ′−1 ◦ β2(g−1(α3(t))) = 0 ⇒ f ′−1(β2(g
−1(α3(t)))) = β1(a) ∈ Ker γ1 = Imβ1, (2.33)

因此 β2(g
−1(t)) = f ′(β1(a)) = β2(f(a))，说明 g−1(α3(t))− f(a) = α2(s) ∈ Kerβ2 = Imα2，因此

t = α−1
3 ◦ g(f(a) + α2(s)) = α−1

3 (g(α2(s))) ∈ Imϕ2, (2.34)

即得 Ker ρ ⊂ Imϕ2.
3. T ρ→ U

ψ1→ V .显然 ψ1 ◦ ρ = 0 ⇒ Im ρ ⊂ Kerψ1，设 u ∈ Kerψ1，则

0 = ψ1(u) = γ2(f
′(γ−1

1 (u))) ⇒ f ′(γ−1
1 (u)) = β2(b) ∈ Ker γ2 = Imβ2, (2.35)

而

β3(g(b)) = g′(β2(b)) = g′(f ′(α−1
1 (u))) = 0 ⇒ g(b) = α3(t) ∈ Kerβ3 = Imα3, (2.36)
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2.2 正合列

因此

ρ(t) = γ1(f
′−1(β2(g

−1(α3(t))))) = γ1 ◦ f ′−1(β2(b)) = γ1 ◦ f ′−1 ◦ f ′ ◦ γ−1
1 (u) = u, (2.37)

即得 Kerψ1 ⊂ Im ρ.
4. U ψ1→ V

ψ2→W .显然 ψ2 ◦ ψ1 = 0 ⇒ Imψ2 ⊂ Kerψ1，设 v ∈ Kerψ2，则

0 = ψ2(v) = γ3(g
′(γ−1

2 (v))) ⇒ g′(γ−1
2 (v)) = β3(c) ∈ Ker γ3 = Imβ3, (2.38)

g满说明存在 b ∈ B 使得 c = g(b)，因此

g′(β2(b)) = β3(g(b)) = g′(γ−1
2 (v)) ⇒ γ−1

2 (v)− β2(b) = f ′(a′) ∈ Ker g′ = Im f ′, (2.39)

故

ψ1(γ1(a)) = γ2(f
′(a)) = γ2(γ

−1
2 (v)− β2(b)) = v ∈ Imψ1, (2.40)

即得 Kerψ2 ⊂ Imψ1.

命题 2.5 (左正合函子)

♠

若 0 → K → M → N → 0为正合列，则对任意 R-模 X，函子 HomR(X,−),HomR(−, X)是左正合的，
即有正合列

0 HomR(X,K) HomR(X,M) HomR(X,N)

0 HomR(N,X) HomR(M,X) HomR(N,X)

注称函子左正合，若其在一个短正合列上的作用可以得到一个左正合列，反之可定义右正合.同时左、右正合的
函子称为正合函子.
正合函子有一个等价定义

命题 2.6 (正合函子)

♠

函子 F 正合（不妨设它协变）当且仅当它在正合列 K → M → N 的作用 F (K) → F (M) → F (N)也是
正合的.

证明 只需证明同时左右正合的函子满足上述性质. 设有正合列 K
f→ M

g→ N，将其分裂可得短正合列（注意
Im f = Ker g，因此 Im g ∼=M/Ker g =M/Im f）

0 Im f M Im g 0

特别地有左、右正合列 0 → Im g → N,K → Im f → 0，并且 F 在其上的作用也可得左、右正合列，即有下图

0 0

0 F (Im f) F (M) F (Im g) 0

F (K) F (M) F (N)
F (f) F (g)

由此可得 ImF (f) = F (Im f),KerF (g) = F (Ker g)（注意 Im g ∼=M/Ker g），故 ImF (f) = KerF (g).

定义 2.12 (可裂)

♣称短正合列 0 → K →M → N → 0可裂，若它同构于 0 → K → K ⊕N → N → 0.
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2.3 自由模、投射模与内射模

定理 2.7

♥

正合列 0 → K
φ→M

ψ→ N → 0可裂当且仅当其满足以下条件之一：
1. 存在 π :M → K 使得 π ◦ ϕ = IdK .
2. 存在 j : N →M 使得 ψ ◦ j = IdN .

0 K M N 0
φ ψ

π
j

证明 可裂的正合列显然具有这一性质，只需证明另一边.
1. 此时定义同态

f :M −→ K ⊕N (2.41)

m 7−→ (π(m), ψ(m)) (2.42)

则容易验证它满足如下交换图

0 K M N 0

0 K K ⊕N N 0

φ ψ

fπ

由短五引理得证.
2. 此时定义同态

g : K ⊕N −→M (2.43)

(k, n) 7−→ ϕ(k) + j(n) (2.44)

容易验证它满足如下交换图

0 K K ⊕N N 0

0 K M N 0

g
j

φ ψ

由短五引理得证.

2.3 自由模、投射模与内射模
本节默认 R为交换幺环.

2.3.1 自由模

定义 2.13 (自由模)

♣

设M 为 R-模，若存在 {ei : i ∈ I}使得对任意 x ∈ M，存在唯一 ai ∈ R, ∀i ∈ I（且只有有限个非 0）使
得 x =

∑
i aiei，则称M 为自由模，{ei : i ∈ I}为M 的一组基.

根据定义，若 {ei : i ∈ I}为自由模M 的一组基，则有M ∼=
⊕

i∈I Rei
∼=
⊕

i∈I R.

命题 2.7

♠自由模基集的势不依赖于基的选取.
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2.3 自由模、投射模与内射模

证明 取 R的极大理想 m，则 mM = {
∑
i ciei : ci ∈ m}是M 的子模，并且

M/mM ∼=
⊕

i∈I R⊕
i∈I m

∼=
⊕
i∈I

R/m, (2.45)

因此由线性空间的情形即得.

命题 2.8 (自由模的泛性质)

♠

设 N 为 R-模，M 为自由模，基为 {ei : i ∈ I}，给定映射 f : {ei : i ∈ I} → N，则存在唯一 R-模同态
F :M → N 使得 F (ei) = f(ei).

{ei : i ∈ I} N

M

f

ι
∃!F

命题 2.9

♠任何 R-模都同构于某个自由模的商模.

证明 设 N 为 R-模，{yi : i ∈ I}为 N 的生成元，设 {ei : i ∈ I}为
⊕

i∈I R的标准基，令 f : {ei : i ∈ N} →
N, ei 7→ yi，则存在满同态 F :

⊕
i∈I R→ N，由同态定理可知 N ∼= (

⊕
i∈I R)/KerF .

2.3.2 投射模 (projective)

定义 2.14 (投射模)

♣

设 P 为 R-模，称 P 为投射模，若任给满同态 u ∈ HomR(M,N)，以及 f ∈ HomR(P,N)，存在提升
F ∈ HomR(P,M)使得 f = u ◦ F .

M N 0

P

u

f
∃F

例 2.8非投射模 考虑 Z-模 Z6，则不存在提升 F，因为这样的 F 必须满足 0 = F (6̄) = 6F (1̄).

Z Z6 0

Z6

u

Id
×

例 2.9自由模是投射模 设 {ei : i ∈ I}为自由模的基，对任意 i ∈ I，取 xi ∈ u−1(f(ei))，令 F ′ : ei 7→ xi，则根
据自由模的泛性质可知存在唯一同态 F 使得 F ◦ ι = F ′，容易验证 u ◦ F = f .

M N 0

⊕
i∈I Rei

{ei : i ∈ I}

u

f
F

F ′

ι

例 2.10投射模不一定是自由模 设 char k 6= 2，R = k[x, y]/(x2 + y2 − 1)，则 P = I = (x, y− 1)是投射模，但不
是自由模.

M N 0

I

u

f
F
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2.3 自由模、投射模与内射模

对于同态 f : I → N，设 n1 = f(x), n2 = f(y−1)，取m1 ∈ u−1(n1),m2 ∈ u−1(n2)，令F : I →M, rx+s(y−1) =

rm1 + sm2，则 F 是一个同态，并且

u(F (rx+ s(y − 1))) = u(rm1 + sm2) = rn1 + sn2 = f(rx+ s(y − 1)), (2.46)

故 I 为投射模.
下述命题说明给出了投射模的等价刻画，并且说明自由模与投射模很相近（相差一个直和项），后面将证明

PID上的投射模都是自由模.

命题 2.10 (投射模的等价刻画)

♠

下述等价：
1. P 为投射 R-模.
2. 函子 HomR(P,−)正合.
3. 短正合列 0 → K →M → P → 0可裂.
4. P 为自由模的直和项，即存在 P ′ 使得 P ⊕ P ′ ∼=

⊕
R.

证明 1 ⇔ 2：设有正合列 0 → K
f→M

g→ N → 0，函子 HomR(P,−)正合当且仅当有正合列

0 HomR(P,K) HomR(P,M) HomR(P,N) 0
fL gL

而这当且仅当 gL为满同态（因为它本身是左正合的），即对任意 u ∈ HomR(P,N)，存在 v ∈ HomR(P,M)使得
u = gL(v) = g ◦ v，这实际上就是投射模性质的等价表述.

1 ⇒ 3：根据投射模的定义，存在 j : P →M 使得 ψ ◦ j = Id，故短正合列可裂.

0 K M P 0

P

φ ψ

Id
∃j

3 ⇒ 4：由于任何 R模都是自由模的商模，因此首先存在右正合列
⊕

i∈I R
φ→ P → 0，记 P ′ = Kerϕ则有

正合列
0 P ′ ⊕

i∈I
R P 0

φ

由可裂性得到
⊕

i∈I R
∼= P ⊕ P ′.

4 ⇒ 1：设 π, ι分别为
⊕
R到 P 的投影以及反过来的嵌入，由于自由模是投射模，因此存在 F :

⊕
R→M

使得 u ◦ F = f ◦ π，因此

u ◦ (F ◦ ι) = f ◦ (π ◦ ι) = f, (2.47)

即 F ◦ ι : P →M 满足投射模的条件.
M N 0

⊕
R P

u

F
f◦π

π

ι

f

2.3.3 内射模 (injective)

定义 2.15 (内射模)
设 E 为 R-模，称 E 为内射模，若任给单同态 v ∈ HomR(K,M)，以及 f ∈ HomR(k,E)，存在 f̃ ∈
HomR(M,E)使得 f = f̃ ◦ v.
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2.3 自由模、投射模与内射模

♣

0 K M

E

v

f
∃f̃

例 2.11 Z作为 Z-模不是内射模，因为它是 PID且不是可除的（这里提前使用了后面的 Baer判别法）.

命题 2.11 (内射模的等价刻画)

♠

下述等价：
1. E 为内射模.
2. HomR(−, E)正合.
3. 短正合列 0 → E →M → N → 0分裂.

证明 1 ⇔ 2：设有正合列 0 → K
f→M

g→ N → 0，函子 HomR(−, E)正合当且仅当有正合列

0 HomR(M,E) HomR(N,E) HomR(K,E) 0
gR fR

而这当且仅当 fR 为满同态（因为函子本身左正合），即对任意 u ∈ HomR(K,E)，存在 v ∈ HomR(N,E)使得
u = fR(v) = v ◦ f，这实际上就是投射模性质的等价表述.

1 ⇒ 3：根据内射模的定义，存在 π :M → E 使得 π ◦ ϕ = Id，故短正合列可裂.

0 E M N 0

E

φ

Id

ψ

∃π

3 ⇒ 1：此时存在 π :M → E 使得 π ◦ f = Id，因此可定义 ϕ : L→M 为 ϕ(x) = f(u(h−1(x)))，若 h−1(x)

为空则令 ϕ(x) = 0，则这是一个良定的同态（因为 h单），并且

ϕ ◦ h = f ◦ u⇒ (π ◦ ϕ) ◦ h = (π ◦ f) ◦ u = Id ◦ u = u, (2.48)

故 E 为内射模.
0 K L

0 E M N 0

u

h

φ
π◦φ

f g

∃π

命题 2.12

♠

内射模的直积是内射模，但直和不是.
投射模的直和是内射模，但直积不是.

证明 考虑下图即可
0 K M

Ei

∏
i∈I Ei

M N 0

Pi

⊕
i∈I Pi

对于内射模，有一个非常有用的判别法.
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2.3 自由模、投射模与内射模

定理 2.8 (Baer判别法)

♥

设 E 为 R-模，则 E 为内射模当且仅当对任意 R的理想 I 以及同态 g ∈ HomR(I, E)，有如下交换图：

0 I R

E

g
∃g̃

证明 一边是显然的（理想可视为 R-模），假设满足定理条件，

0 K M

E

f

基本思路是依次添加元素（用到 Zorn引理）.对于 K ⩽ N ⩽ M，对任意 x ∈ M，有满同态 R → (x), r 7→ rx，
因此存在 R的理想 J 使得 R/J ∼= (x)（设同构为 φ），这自然诱导一个理想同态 (x) ∼= I/J / R/J，考虑如下交
换图

0 I R

0 I/J R/J

0 (x) ∩N (x)

E

∃F

∼= ∼=

∃F ′

根据假设存在 F ∈ HomR(R,E)，这可以诱导出 F ′（因为 F 将 J 映为 0，这是良定的），这可以诱导如下交换图
（相当于将 F ′ 和 h粘起来得到 h̃，上面证明了它们在 N ∩ (x)是相等的）.

0 N N + (x)

E

h

h̃

下面用 Zorn引理完成证明，令X = {(N,h) : K ⩽ N ⩽ M,h ∈ HomR(N,E)}, h|K = f（上面的讨论保证
了该集合非空），定义其中的偏序关系为

(N1, h1) ⩽ (N2, h2) ⇔ N1 ⩽ N2, h2|N1
= h1, (2.49)

则对其中任意链，{(Ni, hi) : i ∈ I}，令N =
⋃
i∈I Ni（显然N 依然为子模），h =

⋃
i∈I hi，这里 h(x) = hi(x), x ∈

Mi，则 (N,h)是一个上界，并且任何m ∈M 都包含在 N 中，即 N =M，h满足交换图.

0 K M

E

f
h

定义 2.16 (可除模)

♣设 E 为 R-模，若对任意 x ∈ E, 0 6= r ∈ R，存在 y ∈ E 使得 x = ry，则称 E 为可除模.

定理 2.9

♥设 R为 PID，E 为 R-模，则 E 为内射模当且仅当它可除.
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2.4 张量积

证明 ⇒：对任意 x ∈ E, 0 6= r ∈ R以及同态 f : (r) → E, f(ar) = ax，有如下交换图

0 (r) R

E

f
∃F

由于 f(r) = x = F (r) = rF (1)，因此令 y = F (1) ∈ X 可得 x = ry，即 E 可除.
⇐：若 E 可除，设 0 6= I = (r) / R，则对任意同态 f : (r) → E，设 f(r) = x，则存在 y ∈ E 使得 x = ry，

令 F : R→ E,F (r) = ry则有如下交换图成立，由 Baer判别法可得 E 为内射模.

0 (r) R

E

f
F

2.4 张量积
本节设 R为交换幺环.

2.4.1 张量积的定义和性质

定义 2.17 (模的张量积)

♣

设M,N 为 R-模，定义M,N 的张量积为M ⊗R N = U/Z，其中

U =
⊕

(x,y)∈M×N

R · (x, y) ∼=
⊕

(x,y)∈M×N

R, (2.50)

是自由模，Z ⩽ U 由所有形如

(x1 + x2, y)− (x1, y)− (x2, y), r(x, y)− (rx, y), (2.51)

(x, y1 + y2)− (x, y1)− (x, y2), r(x, y)− (x, ry) (2.52)

的元素生成.记 U/Z 中元素 (x, y)为 x⊗ y ∈M ⊗R N .

例 2.12设 k为域，V,W 为 k-线性空间，有一组基 e1, · · · , en; f1, · · · , fm，则线性空间的张量积为 V ⊗k W，它
也是一个线性空间，有一组生成元 ei ⊗ fj .

可以看出，张量积实际上是一种带有双线性结构的“积”.由于M ×N 为 U 的一组基，因此对一个双线性
映射 F :M ×N → K，有交换图

M ×N K

U

F

F̃

而 F 的双线性性说明 Z ⊂ Ker F̃，特别地，映射 θ : (x, y) 7→ x⊗ y也是双线性映射，并且该映射的核恰好为 Z，
由此可以给出张量积的泛性质.

定理 2.10 (张量积的泛性质)

♥

(M⊗RN, θ :M×N →M⊗RN)满足对任意双线性映射F :M×N → K，存在唯一同态 f :M⊗RN → K

使得 F = f ◦ θ.
M ×N K

M ⊗R N

F

θ ∃!f
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2.4 张量积

事实上，泛性质可以唯一确定张量积，若 (T, θ′)也满足上述泛性质，考虑下图即可

M ×N T

M ⊗R N

θ′

θ

∃!g
Id

∃!f
Id

回到一开始的例子，下面证明 ei ⊗ fj 确实是 V ⊗k W 的一组基（即线性无关）.令 T =
⊕

i,j kαij（某种自
由线性空间），构造双线性映射

F : V ×W −→ T (2.53)

(
∑
i

aiei,
∑
j

bjfj) 7−→
∑
i,j

aibjαij (2.54)

则有下图
V ×W T

V ⊗k W

F

θ ∃!f

由于 f 将 ei ⊗ fj 映为 αij，像的线性无关性保证了 ei ⊗ fj 的线性无关性.

命题 2.13

♠

1. R⊗RM ∼=M .
2. M ⊗R N ∼= N ⊗RM .
3. (

⊕
i∈IMi)⊗R N ∼=

⊕
i∈I(Mi ⊗R N).

证明 依次验证泛性质即可.

2.4.2 张量函子与平坦模

R-模范畴中的函子 − ⊗R N 将对象M 映为M ⊗R N，同时将 ϕ ∈ HomR(M,M ′)映为 ϕ∗ ∈ HomR(M ⊗R
N,M ′ ⊗R N)，ϕ∗(x⊗ y) = ϕ(x)⊗ y，即满足如下交换图

M ×N M ′ ×N

M ⊗R N M ′ ⊗R N

φ×IdN

θ θ′

φ∗

定理 2.11 (张量函子的右正合性)

♥

张量函子是右正合协变函子，即对于短正合列 0 →M ′ i→M
p→M ′′ → 0，有

M ′ ⊗R N M ⊗R N M ′′ ⊗R N 0
i∗ p∗

证明 首先显然 p∗ 为满射，并且 p∗ ◦ i∗ = 0（说明 Im i∗ ⊂ Ker p∗），这就诱导同态（并且是满的）

q :
M ⊗R N
Im i∗

−→M ′′ ⊗N, (2.55)
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2.4 张量积

注意到事实：双线性映射 F :M ×N → K 可以延拓到M ′′ ×N 上当且仅当 F |M ′×N = 0，而由下图

M ′ ×N M ×N M ′′ ×N

M ′ ⊗R N M ⊗R N M ′′ ⊗R N

M⊗RN
Im i∗

θ′

ĩ

θ

p̃

∃F

ī∗

∃!q̃

首先由M ′⊗RN 的泛性质诱导出 ī∗满足左边的交换图，显然左路映射将M ′×N 映为 0，根据上面的事实可知中
间的双线性映射存在延拓 F，而M ′′⊗RN 的泛性质又诱导出 q̃，容易验证它是 q的逆，这就说明 Im i∗ = Ker p∗.

定义 2.18 (平坦模)

♣称 R-模 F 为平坦模，若函子 −⊗R F 是正合的.

例 2.13
R-模 R就是平坦模，因为 R⊗RM ∼=M .
Z-模 Zn 不是平坦的，考虑 0 → Z ×n→ Z，则 0 → Z⊗Z Zn → Z⊗Z Zn 不是正合的.
平坦模的直和、直和项都是平坦的.
投射模是平坦模（它是自由模的直和项，自由模是 R的直和）.

定理 2.12

♥

设 F 为 R-模，则 F 平坦当且仅当对任意理想 I / R，有正合列

0 I ⊗R F R⊗R F ∼= F

证明 一个方向显然；假设 F 满足上述性质，只需证明对任意正合列 0 →M ′ →M，有正合列 0 →M ′ ⊗R F →
M ⊗R F，相当于证明张量函子将单同态映为单同态.事实上，问题可约化到M,M ′为有限生成的情形（假设张
量函子作用后的列不正合，则存在非零元

∑
i xi ⊗ yi 7→ 0，也即在 U 中∑

i

(xi, yi) =
∑
j

rj [(x
1
j + x2j , zj)− (x1j , zj)− (x2j , zj)] +

∑
j

r′j [(rx
′
j , z

′
j)− r(x′j , z

′
j)] + · · · , (2.56)

因此可以将M ′ 替换为 ({xi})，M 替换为 ({x1j , x2j , zj , z′j , etc})）.
设M = (x1, · · · , xn)，对 n归纳，当 n = 1时M = (x1) ∼= R/J，因此直接不妨设M = R/J,M ′ = I/J，将

张量函子作用可得下图：

0 0

0 J I I/J 0

0 J R R/J 0

0 Ker

0 J ⊗ F I ⊗ F I/J ⊗ F 0

0 J ⊗ F R⊗ F R/J ⊗ F 0

由蛇形引理可得正合列 0 → Ker → 0，因此 Ker = 0，说明 F 平坦.
假设命题对 n− 1成立，设

M = (x1, · · · , xn),Mn−1 = (x1, · · · , xn−1),M
′
n−1 =M ′ ∩Mn−1, (2.57)

同样用张量函子作用可得（注意M/Mn−1
∼= (xn)）
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2.4 张量积

0 0 0

0 M ′
n−1 M ′ M ′/M ′

n−1 0

0 Mn−1 M M/Mn−1 0

0 Ker 0

M ′
n−1 ⊗ F M ′ ⊗ F M ′/M ′

n−1 ⊗ F 0

Mn−1 ⊗ F M ⊗ F (xn)⊗ F 0

若能证明Mn−1⊗ →M ⊗ F 为单同态，就能用蛇形引理给出正合列 0 → Ker → 0，进而得到 Ker = 0，下面证
明这一点.用张量函子作用在下图可得

0 0 0

0 Ker n−1 Rn−1 Mn−1 0

0 Ker n Rn M 0

0 Ker ′ R M/Mn−1 0

0 0 0

0

Ker n−1 ⊗ F Rn−1 ⊗ F Mn−1 ⊗ F 0

Ker n ⊗ F Rn ⊗ F M ⊗ F 0

0 Ker ′ ⊗ F R⊗ F M/Mn−1 ⊗ F 0

0 0 0

使用转置的蛇形引理可得正合列 0 →Mn−1 ⊗ F →M ⊗ F，得证.

2.4.3 基变换

定义 2.19 (基变换)

♣

设 i : R → S 为交换环同态，M 为 R-模，则 S 可以视为 R-模（(r, s) 7→ i(r)s），进一步MS := S ⊗RM
可赋予 R模结构 (s′, s⊗ x) 7→ s′s⊗ x（注意到这里的映射将 Z 映到 Z 中，因此是良定的），称为M 关于
R→ S 的基变换.

例 2.14
设M = Z⊕ Z4，考虑 Z → Z5，则M ⊗Z Z5

∼= Z5 ⊕ 0，因为

Z4 ⊗Z Z5 3 1̄⊗ 1̄ = 51̄⊗ 1̄ = 1̄⊗ 51̄ = 1̄⊗ 0 = 0. (2.58)
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2.5 PID上有限生成模的结构

同理考虑 Z → Q可得M ⊗Z Q ∼= (Z⊗Z Q)⊕ (Z4 ⊗Z Q) ∼= Q.
考虑 k[x] → k(x)，则 k[x, y]⊗k[x] k(x) ∼= k(x)[y].

命题 2.14

♠

设 i : R→ S 为环同态，M 为 R-模，N 为 S-模，则
1. M ⊗R N 有一个 S-模结构.
2. MS ⊗S N = (M ⊗R S)⊗S N ∼=M ⊗R N（作为 S-模）.

证明
1. 定义数乘 (s, x⊗ y) 7→ x⊗ (sy)（良定易证），则赋予它一个 S-模结构.
2. 直接考虑映射 (x⊗ s)⊗ y 7→ x⊗ (sy)以及 x⊗ y 7→ (x⊗ 1)⊗ y即可，下图说明良定性

(M ⊗R S)⊗S N M ⊗R N

(M ⊗R S)×N

(M × S)×N

f

F

F̃

(M ⊗R S)⊗S N M ⊗R N

M ×N

推论 2.2

♥

1. 若M 为平坦 R-模，则MS 为平坦 S-模.
2. 若 S 为平坦 R-模，N 为平坦 S-模，则 N 为平坦 R-模.

证明 若 N ′ ⩽ N 为 S 模，则由下图易得.

0 MS ⊗S N ′ MS ⊗S N

0 M ⊗R N ′ M ⊗R N

2.5 PID上有限生成模的结构
本节的主要目标是证明如下定理：

定理 2.13

♥

设 R 为 PID，M 为有限生成 R-模，则 M ∼= F ⊕Mt，其中 F ∼= Rr 为自由模，Mt ⩽ M 为 M 的挠子
模.更准确来说，存在 d1|d2| · · · |ds ∈ R使得Mt

∼= R/(d1) ⊕ · · · ⊕ R/(ds)，这里 r 唯一，称为M 的秩，
d1, · · · , ds为非平凡因子，在相伴意义下唯一，称为不变因子（借助唯一分解可得初等因子，二者能相互
决定）.

定义 2.20 (挠元/扭元 (torsion))

♣

设 R为交换幺环，M 为 R-模，取 x ∈ M，定义 ann(x) = {r ∈ R : rx = 0}，称为 x的零化子.若 x 6= 0

且 ann(x) 6= (0)，则称 x为挠元.

注也就是说挠元只是有非平凡零因子的元素.

命题 2.15

♠
若 R为整环，设Mt = {M中的挠元} ∪ {0}，则Mt ⩽M，称为M 的挠模.
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2.5 PID上有限生成模的结构

例 2.15设M = Z⊕ Z4，则Mt = Z4.并且

Z2/(Z

(
2

0

)
) =

Z⊕ Z
2Z⊕ 0

∼= Z2 ⊕ Z, (2.59)

Z2/(Z

(
2

2

)
) =

Z

(
1

1

)
⊕ Z

(
1

0

)

Z

(
2

2

) ∼= Z2 ⊕ Z. (2.60)

定理 2.14

♥
设K ⩽ Rn，Rn 为自由模（R为 PID），则K 为自由模且 rk(K) ⩽ n.

证明 对 n归纳，当 n = 1时K = (a) / R（R为 PID），故为自由模（整环蕴含某种单性，保证了 a为基）.假设
命题对 n− 1成立，则 Rn = Rn−1 ⊕R，记Kn−1 = K ∩Rn−1 ∼= Rk（归纳假设），则有如下交换图

0 0 0

0 Kn−1 K K/Kn−1 0

0 Rn−1 Rn−1 ⊕R R 0

其中同态K/Kn−1 → R ∼= Rn−1⊕R
Rn−1 可以自然诱导（因为Kn−1

∼= Rk ⩽ Rn−1），直接看出同态K → Rn → R的
核为K ∩Rn−1 = Kn−1，诱导单同态K/Kn−1 → R，因此K/Kn−1

∼= R，R为投射模说明

0 Rk K R 0

可裂，因此K 为自由模.

定理 2.15

♥
设 F = Rn,K ⩽ F，则存在 F 的基 f1, · · · , fn 以及 d1|d2| · · · |ds 使得K =

⊕s
i=1〈difi〉.

证明 由前述定理可得K = (x1, · · · , xn)，设 e1, · · · , en 为标准基，并且设转移矩阵为 A，即

(x1, · · · , xn) = (e1, · · · , en)A, (2.61)

则命题等价于将矩阵 A相抵到 diag(d1, · · · , ds, 0, · · · , 0).
STEP 1.通过初等变换使得第一行、第一列只有 11位置非零.
首先可作列变换使得第一列变为 (s1, 0, · · · , 0)T，其中 s1为第一列的最大公因子，进一步可通过行变换使得

第一行变为 (s2, 0, · · · , 0)，其中 s2为经过第一次变换后的第一行的最大公因子，因此 s2|s1, (s1) ⊂ (s2)，以此类
推可得理想升链 (s1) ⊂ (s2) ⊂ · · ·，由 PID的 Noether性可知必有终止，因此在某一步之后 11位置的元素整除
第一行列的所有元素，即达到目标.

STEP 2.a.若 s1 整除矩阵中的所有元素，则归纳即可.
STEP 2.b.若 s1 不整除某个 aij，则将其复制到第一行，重复前面的操作即可.

推论 2.3 (结构定理 (存在性))

♥

设M = (x1, · · · , xn)，则M ∼= Rn/K，并且存在 Rn 的基 f1, · · · , fn 使得K ∼=
⊕s

i=1〈difi〉，从而

M ∼=
Rf1 ⊕ · · · ⊕Rfn

R(d1f1)⊕ · · ·R(dsfs)
∼=

s⊕
i=1

R/(di)⊕Rn−s =Mt ⊕ F. (2.62)

注由此也可以看出，M 的扭子模必然是Mt 部分的子模.
下面证明唯一性
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2.5 PID上有限生成模的结构

证明 【唯一性的证明】首先证明秩的唯一性，与K = Frac(R)张量可得（注意扭模张量分式域得到零模）

M ⊗R K ∼= (Rr ⊗R K)⊕
s⊕
i=1

(R/(di)⊗R K) ∼= Kr, (2.63)

即得秩是唯一性的.
再证不变因子的唯一性，由于不变因子与初等因子相互决定，设 di = uip

ni1
1 · · · pnik

k ，则由中国剩余定理可
得分解

Mt
∼=

s⊕
i=1

R/(di) ∼=
s⊕
i=1

k⊕
j=1

R/(p
nij

j ), (2.64)

因此只需证明初等因子的唯一性，断言（回忆M ⊗R/I ∼=M/MI，这对 0 → I → R→ R/I 张量积M 即得），

R/(c)⊗R R/(d) ∼= R/((c) + (d)) = R/(gcd(c, d)), (2.65)

借此可以通过张量 R/(pni ), n ⩾ nmi 提取出含有 pi 的项（称为M 的 pi-准素部分），记为

Mpi =

s⊕
j=1

R/(p
nji

i ) := N, (2.66)

则依次考虑
N

pN
= N ⊗R/(p),

pN

p2N
, · · · , p

n−1N

pnN
, pnN (2.67)

即得.

2.5.1 矩阵的标准形理论

设 k为域，V = kn, A ∈ Mn(k)，则 V 可视为 R = k[x]-模 V A，可以看出 V A 为有限生成模，并且是扭模.
设 e1, · · · , en 为 V 的标准基（线性空间基），考虑满同态

η : Rn → V A, (r1, · · · , rn) 7→ r1e1 + · · ·+ rnen, (2.68)

设K = Ker η，有正合列
0 Ker Rn V A 0

则K = Ker 也是秩为 n的自由模.事实上K 有一组基

(α1, · · · , αn) = (e1, · · · , en)


x− a11 −a12 · · · −a1n
−a21 x− a22 · · · −a2n

...
... · · ·

...
−an1 −an2 · · · x− ann

 , (2.69)

设K ′为 xI−A的列向量生成的子模，则 xei ≡ ai1e1+ · · ·+ainen(modK ′)，因此任意Ker 3 β =
∑n
i=1 g(x)ei ≡∑n

i=1 biei(modK ′)，根据基的线性无关性可得 β ≡ 0,K ′ = Ker .
由于 (α1, · · · , αn) = (e1, · · · , en)(xI −A)为 Ker 的基，因此存在 S, T ∈ GLn(R)使得

S(xI −A)T = diag(d1(x), · · · , dn(x)), d1| · · · |dn, (2.70)

因此

V A ∼= Rn/Ker η ∼= R/(d1(x))⊕ · · · ⊕R/(dn(x)), (2.71)

此即 Lambda矩阵导出的有理标准型的原理.
例 2.16设 k = Q, V ∼= k6，A为 V 上的线性变换，假设

V A ∼=
Q[x]

(x2 + 1)
⊕ Q[x]

(x2 + 1)(x− 1)2
, (2.72)

则 V A = Rv1 ⊕Rv2，并且 A在 V A中向量上的作用相当于 x在右边多项式商环上的乘法，因此断言 V A的基为
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2.5 PID上有限生成模的结构

(v1, xv1, v2, xv2, x
2v2, x

3v2)，并且

x(v1, xv1, v2, xv2, x
2v2, x

3v2) = (v1, xv1, v2, xv2, x
2v2, x

3v2)diag(C1, C2), (2.73)

其中 C1, C2 分别为两个多项式的友方阵.
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第 3章 交换代数初步

本章设 R为交换幺环.

3.1 Noether环与 Artin环

3.1.1 Noether环与 Noether模

定义 3.1 (Noether环)

♣若交换环 R满足 Noether条件（即理想升链必有终止），则称之为 Noether环.

例 3.1
PID和域都是 Noether环.
R上的连续函数环不是 Noether环.

命题 3.1 (Noether环的等价刻画)

♠R为 Noether环当且仅当其所有理想均是有限生成的.

注容易看出，R为 Noether环也可以用“任意理想集都有极大元”刻画.

定理 3.1 (Hilbert basis theorem)

♥
若 R为 Noether环，则其多项式环 R[x]也是 Noether环.

注这说明多元多项式环也是 Noether环.
证明 设 I / R[x]，Jn = {f ∈ I的n次项系数}，则 Jn / R且有升链

J0 ⊂ J1 ⊂ J2 ⊂ · · · , (3.1)

设 Jn = Jn+1 = (c1, · · · , cm)（Noether），则对任意 f(x) =
∑n
i=0 aix

i ∈ I，其任意系数都在 Jn 中，设 ai =

ri1c1 + · · ·+ rimcm，则

f(x) =

n∑
i=0

aix
i =

n∑
i=0

m∑
j=1

rijcjx
i =

m∑
j=1

cj

n∑
i=0

rijx
i :=

m∑
j=1

cjgj(x) ∈ R[x]Jn, (3.2)

因此 I 是有限生成的，R[x]是 Noether环.
注一方面由于 R[x, y] = R[x][y]，因此对应多元多项式环也是 Noether环，另一方面上面的证明可以直接推广到
形式幂级数环中，因此 Noether环 R上的 R[[x]]也是 Noether环.

定义 3.2 (Noether模)

♣设M 为 R-模，若M 满足 Noether性质，则称它为 Noether模.

注M 为 Noether模当且仅当其任意子模是有限生成的.

命题 3.2

♠

Noether模的子模、商模都是 Noether模.
设有正合列 0 → K →M → N → 0，若K,N 为 Noether模，则M 是 Noether模.
有限个 Noether模的直和也是 Noether模.
若 R为 Noether环，M 为有限生成 R-模，则M 是 Noether模.

证明



3.1 Noether环与 Artin环

1. 显然.
2. 取M ′ ⩽M，则短五引理保证下图成立

0 M ′ ∩K M ′ M ′

M ′∩K 0

0 K M N 0

因此 M ′ ∩ K,M ′/M ′ ∩ K 都是有限生成的，即得 M ′ 是有限生成的（同样考虑短五引理，则 M ′ 是某个
Rm+n 的满同态像，因此是有限生成的）.

3. 由 2得.
4. 若M = (x1, · · · , xn)，则M ∼= Rn/K，由 1可得M 是 Noether模.

3.1.2 Artin环与 Artin模

定义 3.3 (Artin环与 Artin模)

♣

称 R为 Artin环，若其中任意理想降链都有终止.
称 R-模M 为 Artin模，若其中任意子模降链都有终止.

注 Artin环也可以用“任意理想集都有极小元”刻画.

命题 3.3

♠与 Noether环类似，对于正合列 0 →M ′ →M →M ′′ → 0，M 是 Artin模当且仅当M ′,M ′′ 是 Artin模.

例 3.2
Zn 是 Artin环.
k[x]/(x2(x− 1)),Q[x]/(x2 + 1)也是 Artin环.
k[x, y]/(x2, y2)是 Artin环.

命题 3.4

♠

设 R为 Artin环，则
1. R的素理想都是极大理想.
2. R只有有限多个极大理想（设为 m1, · · · ,mn）.
3. 设 J = m1 ∩ · · · ∩mn，则存在 r > 0使得 Jr = 0.
4. R ∼=

∏n
i=1R/m

r
i（同时作为环同构与 R-模同构）.

5. R为 Noether环.

证明
1. 设 p / R为素理想，则只需证明 Artin整环 R/p是域.任取 0 6= x̄ ∈ R/p，考虑降链 (x̄) ⊃ (x̄2) ⊃ · · ·，则必
然存在 N 使得 (x̄N ) = (x̄N+1)，即存在 ȳ使得（整环的消去律）

x̄N = x̄N+1ȳ ⇒ x̄ȳ = 1̄. (3.3)

2. 假设 R有无穷多个极大理想，取可数个 m1, · · · ,mn, · · ·，则有降链

m1 ⊃ m1 ∩m2 ⊃ · · · , (3.4)

设有终止 m1 ∩ · · · ∩mN−1 = m1 ∩ · · · ∩mN，则 m1 ∩ · · · ∩mN−1 ⊂ mN，则必然存在某个 mi ⊂ mN（这是
一个关于素理想的命题，见附录），与极大性矛盾.

3. J 即为 Jacobson根，考虑理想降链 J ⊃ J2 ⊃ · · ·，则可取 r > 0使得 Jr = Jr+1，考虑理想集X = {I ⊂
Jr : IJr 6= 0}（不妨设其非空），由 Artin 性可知 X 有极小元 I0，因此存在 x ∈ I0 使得 xJr 6= 0，极
小性保证 I0 = (x). 而 xJr = xJr+1 = (xJ)Jr，再由极小性可知 I0 = (x) = xJ，因此存在 a ∈ J 使得
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3.2 局部化

x = xa, (1− a)x = 0, x = 0.
4. 由于 mr1 · · ·mrn ⊂ mr1 ∩ · · · ∩mrn ⊂ (m1 ∩ · · · ∩mn)

r = Jr = 0，因此由中国剩余定理可得

R ∼= R/Jr =
R

mr1 ∩ · · · ∩mrn
∼=

n∏
i=1

R/mri , (3.5)

5. 只需证明对任意 r > 0，R/mr 是 Noether 模.r = 1 时平凡（域为 Noether 模），假设 r > 1，R/mr−1 是
Noether模，考虑正合列

0 mr−1/mr R/mr R/mr−1 0

并且 mr−1/mr 是 k = R/m-线性空间，因此它是 Artink-模（域上 Artin模与 Noether模等价），因此它是有
限维的，从而是 Noether模，故 R/mr 是 Noether模.

注 Artin环作为 R-模有长度有限的合成列.

命题 3.5

♠模M 长度有限当且仅当它既是 Noether模，也是 Artin模.

证明 一边显然，反之设M 同时是Noether Artin模，X 为M 的长度有限的子模集合，则它有极大元N（Noether
性质），若 N 6= M，则设 Y 为M 的真包含 N 的子模的集合，它有极小元 N0（Artin性质），并且 N0/N 为单
模，但 N0 与 N 的极大性矛盾.

3.2 局部化

3.2.1 环的局部化

定义 3.4 (乘性子集)

♣交换环 R中的乘法幺半群 S 称为乘性子集.

借助乘性子集，可按照以下步骤构造环 S−1R，称为 R关于 S 的局部化.
1. S−1R = S×R/ ∼，其中 (s1, r1) ∼ (s2, r2)当且仅当存在 s ∈ S使得 s(s1r2−s2r1) = 0，并记 (r, s) ∈ S−1R

为 r
s，则它可以对 S 中元素约分.

2. 定义加法与乘法为
r1
s1

+
r2
s2

=
s2r1 + s1r2

s1s2
,

r1
s1

· r2
s2

=
r1r2
s1s2

. (3.6)

则在该运算下 S−1R为交换幺环.
例 3.3

若 R为整环，S = R\{0}，则 S−1R = Frac(R).
若 R = Z, S = {1, 2, 22, · · · }，则 S−1Z = { a

2n : n ⩾ 0, a ∈ Z}.
取非幂零元 x ∈ R以及 S = {1, x, x2, · · · }，则 S−1R = { a

xn : a ∈ R,n ∈ Z} := Rx.
k[x]x = { f(x)xm : m ⩾ 0, f ∈ k[x]}.
设 p为 R的素理想，则 S = R\p为乘性子集，S−1R = Rp是一个局部环（后证）.
若 S = U(R)，则 S−1r ∼= R.
对于环 R和局部化环 S−1R，显然有嵌入 ι : R ↪→ S−1R, r 7→ r

1，并且 ι(S) ⊂ U(S−1R)，Ker ι = {r ∈ R :

sr = 0, ∃s ∈ S}.
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3.2 局部化

定理 3.2 (局部化环的泛性质)

♥

若有环同态 ϕ : R→ R′ 且 ϕ(S) ⊂ U(R′)，则它可以唯一延拓为 ϕ̃ : S−1R→ R′，即下图成立

R R′

S−1R

φ

ι
∃!φ̃

注 ϕ̄( rs ) =
φ(r)
φ(s) .

3.2.2 模的局部化

定义 3.5 (模的局部化)

♣

设M 为 R-模，S ⊂ R为乘性子集，定义 S−1M = S ×M/ ∼，其中

(s1, x1) ∼ (s2, x2) ⇔ ∃s ∈ S, s(s1x2 − s2x1) = 0, (3.7)

记 (s, x) ∈ S−1M 为 x
s，则 S−1M 是一个 S−1R模，称为M 关于 S 的局部化模.

注 S−1R模-S−1M 中的加法和数乘定义为
x1
s1

+
x2
s2

=
s2x1 + s1x2

s1s1
,

r

s
· x
s′

=
rx

ss′
. (3.8)

对于模 M 和局部化模 S−1M，显然有嵌入 ι : M ↪→ S−1M,x 7→ x
1，并且根据等价关系的定义，Ker ι =

{m ∈M : sm = 0, ∃s ∈ S}.

定理 3.3 (局部化模的泛性质)

♥

设 N 为 S−1R-模，若有 R-模同态 ψ :M → N，则它可以唯一延拓为 ψ̃ : S−1M → N，即下图成立

M N

S−1M

ψ

ι
∃!ψ̃

注 ψ̃(xs ) =
1
sψ(x).

命题 3.6

♠

S−1M ∼= S−1R⊗RM .
若有 0 →M ′ →M，则 0 → S−1M ′ → S−1M .
S−1 : MR → MS−1R 是正合函子.

注对任意 R-模M，S−1R⊗RM 具有 S−1R-模结构（类比基变换）.
证明

1. 首先有 R-模同态

f :M → S−1R⊗RM, x 7→ 1⊗ x, (3.9)

f 可由局部化模的泛性质唯一延拓为 S−1R-模同态

f̃ : S−1M → S−1R⊗RM,
x

s
7→ 1

s
⊗ x (3.10)

另一方面考虑 R-双线性映射

g : S−1R×M → S−1M, (
r

s
, x) 7→ rx

s
, (3.11)
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3.2 局部化

g可由张量积的泛性质延拓为 R-模同态

g̃ : S−1R⊗RM → S−1M,
r

s
⊗ x 7→ rx

s
(3.12)

并且 g̃实际上是 S−1R模同态，容易验证 f̃ ◦ g̃ = Id, g̃ ◦ f̃ = Id，得证.

M S−1R⊗RM

S−1M

f

∃!f̃

S−1R×M S−1M

S−1R⊗RM

g

∃!g̃

2. 设 f : M ′ → M 为单同态，f∗ : S−1M ′ → S−1M，则 f∗(
x′

s ) = f(x′)
s = 0 当且仅当存在 a ∈ S 使得

af(x′) = f(ax′) = 0，f 单说明 ax′ = 0，因此 x′

s = 0，故 f∗ = S−1f 为单同态.
3. 2说明局部化函子左正合，根据 1以及张量函子右正合可知局部化函子右正合.

推论 3.1

♥

S−1R为平坦 R-模.
S−1(M ⊕N) ∼= S−1M ⊕ S−1(N).
S−1(M ⊗R N) ∼= S−1M ⊗S−1R S

−1N .
S−1(M/L) ∼= S−1M/S−1L，S−1(M ∩N) ∼= S−1M ∩ S−1N .

证明
1. S−1 正合说明 S−1R诱导的张量函子正合.
2. 同样转化到张量函子.
3. 使用基变换的一个结论：若 R→ S，M,N 分别为 R,S模，则MS ⊗S N ∼=M ⊗R N；这里有 R→ S−1R，
并且 N,S−1M 分别为 R,S−1R模，因此

S−1(M ⊗R N) ∼= S−1R⊗R (M ⊗R N) ∼= S−1M ⊗R N ∼= S−1M ⊗S−1R S
−1N. (3.13)

例 3.4设 R = R[x, y], S = {1, x, x2, · · · }，则 S−1R = { f(x,y)xn : f ∈ R,n ∈ N}，考虑 R-模

M =
R[x, y]

(xy, x(x− 1))
∼=

R[x, y]
(x)

⊕ R[x, y]
(y, x− 1)

, (3.14)

作局部化得到

Mx = S−1R⊗R
R[x, y]

(xy, x(x− 1))
= S−1R⊗R

(
R[x, y]
(x)

⊕ R[x, y]
(y, x− 1)

)
∼= {0} ⊕ R. (3.15)

上面的 R中元素可看作平面上的二元多项式函数，其局部化环 S−1R中的元素可看作定义在 y轴之外的二
元有理函数，而模M 中的元素则为定义在 y轴以及 (1, 0)点处的二元多项式函数，对模M 作局部化后的模Mx

可以看作定义在 {x 6= 0} ∩ {(0, y), (1, 0)} = {(1, 0)}的多项式函数（可理解为限制在一个开集上），而这显然与
R同构.

3.2.3 理想的局部化

定义 3.6 (理想的扩充与收缩)

♣

设 I ⩽ R（视为 R-子模），S ⊂ R为乘性子集，则 Ie := S−1I ⩽ S−1R，称为 I 的扩充.
设 ι : R ↪→ S−1R为嵌入，则对任意理想 J ⩽ S−1R，称 Jc := ι−1(J) ⩽ R为 J 的收缩.

记 IR, IS−1R 为二者理想的全体，则扩充与限制可以视为二者之间的映射，并且 ι−1 : IS−1R → IR 为单射.

命题 3.7

♠

对任意 J ∈ IS−1R 有 S−1Jc = J .
对任意 I ∈ IR 有 (S−1I)c ⊃ I .
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3.2 局部化

证明
1. 对任意 r

s ∈ S−1Jc ⊂ S−1R, r ∈ Jc 有

ι(r) ∈ J ⇒ r

s
=

1

s
ι(r) ∈ J, (3.16)

反之设 r
s ∈ J ⊂ S−1R，则 ψ(r) = r

1 = s rs ∈ J，因此 r ∈ Jc, rs ∈ S−1Jc.
2. 对任意 r ∈ I 有 ι(r) ∈ S−1I，因此 r ∈ ι−1(S−1I) = (S−1I)c.
下例说明上面的包含关系未必取等.

例 3.5设 R = Z/6Z ∼= Z/2Z⊕ Z/3Z, I = (2̄), S = (1̄, 3̄)，则 S−1R = Z/2Z = S−1I，因此

(S−1I)c = ι−1(S−1I) = ι−1(S−1R) = R ⊋ I. (3.17)

记 Spec(R)为 R的非平凡素理想集，Max(R)为 R的极大理想集，则 ι−1 : IS−1R → IR 诱导单射

Spec(S−1R) −→ Spec(R), (3.18)

因为对于 Q ∈ Spec(S−1R)，若 ab ∈ Qc 则 ι(ab) = ι(a)ι(b) ∈ Q，因此有 ι(a) ∈ Q或 ι(b) ∈ Q，即 a ∈ Qc 或
b ∈ Qc.

命题 3.8

♠
Spec(S−1R)中理想与 {p ∈ Spec(R) : p ∩ S = ∅}一一对应.

证明 设 Q ∈ Spec(S−1R)，假设存在 s ∈ Qc ∩ S，则 1 = s
s ∈ Q，与素理想矛盾，故 Qc ∈ RHS，并且对任意

ab ∈ Qc 有 ι(ab) = ι(a)ι(b) ∈ Q，因此有 ι(a) ∈ Q或 ι(b) ∈ Q，即 a ∈ Qc 或 b ∈ Qc，即 Qc 为素理想.
反之对于 P ∈ RHS，任意 x1

s1
· x2

s2
= x1x2

s1s2
∈ P e，存在 s ∈ S 使得 sx1x2 ∈ P，因此 x1x2 ∈ P，必有 x1 ∈ P

或 x2 ∈ P，即 x1

s1
∈ P e 或 x2

s2
∈ P e.

3.2.4 局部环

定义 3.7 (局部环)

♣
称 (R,m)为局部环，若 R为环且 m为 R的唯一极大理想，并且称 R/m为留数域.

注 m为 R的唯一极大理想当且仅当 U(R) = R\m.
例 3.6

设 0 ∈ R，R为 0附近的光滑函数的全体，m = {f(x) ∈ R : f(0) = 0}为 R的唯一极大理想，因此 (R,m)

为局部环.
设 R = k[x], P = (x) = xR, S = R\P，则 R(x) = { g(x)f(x) : g ∈ k[x], f(0) 6= 0}，P(x) = {xh(x)f(x) : h ∈
k[x], f(0) 6= 0}，则 (R(x), P(x))是局部环.
设M = k[x]/(x(x− 1))，则M(x) = k[x]/(x)，(x− 1)(x) = R(x).

定理 3.4 (局部化得到局部环)

♥

设 p ∈ Spec(R)，则
1. (Rp, pRp)为局部环.
2. Rp/pRp

∼= Frac(R/p).

注该命题说明，关于素理想作局部化可得局部环，特别的，极大理想都是素理想，因此关于极大理想局部化也
可得局部环.
证明

1. a
b ∈ Rp\pRp当且仅当则 a, b /∈ p，因此 b

a ∈ Rp，即得 U(Rp) = Rp\pRp.
2. 设 ι : R→ Rp，由于 ι(p) ⊂ pRp，因此可诱导单同态 ῑ : R/p → Rp/pRp，根据分式域的泛性质，它诱导同
态 ι̃ : Frac(R/p) → Rp/pRp，易验证这是同构.
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3.2 局部化

例 3.7
设 R = k[x, y], P = (x), RP = { g(x,y)f(x,y) : x ∤ f(x, y)}，则 RP /PRP ∼= k(...) = k(y).
若 m为极大理想，则 Rm/mRm

∼= R/m（极大理想必定是素理想）.

命题 3.9

♠

设M 为 R-模，则如下等价
1. M = 0.
2. 对任意 p ∈ Spec(R)，Mp = 0.
3. 对任意 m ∈ Max(R)，Mm = 0.

证明 只证 3 ⇒ 1：若不然，则取 0 6= x ∈ M，ann(x) = {r ∈ R : rx = 0} < R，取包含 ann(x)的极大理想 m，
则在Mm中 x

1 = 0，因此存在 s ∈ R\m使得 sx = 0 ⇒ s ∈ ann(x) ⊂ m，矛盾.

推论 3.2

♥
设M,N 为 R-模，则M → N → 0当且仅当对任意 m ∈ Max(R)有Mm → Nm → 0.

证明 ⇐：设M → N → coker，对任意极大理想 m，根据张量函子的右正合性可得Mm → Nm → cokerm，因此
cokerm = 0, ∀m，因此 coker = 0.

命题 3.10

♠

设 (R,m)为局部环，M 是有限生成 R-模，则
1. M = 0当且仅当M/mM = 0.
2. M → N → 0当且仅当M/mM → N/mN → 0.

注回忆M/mM ∼= R/m⊗M .
证明

1. ⇐：此时 R = m，因此当 mM = RM =M 时，根据 Nakayama引理可知M = 0.
2. 考虑 coker，由 1可得（后者相当于前者被张量函子作用）.

推论 3.3

♥

设 R为 Noether环，M 为有限生成 R-模，则M → N → 0当且仅当对任意 m ∈ Max(R)有M/mM →
N/mN → 0.

证明 设M → N → coker，则 coker = 0当且仅当对任意 m ∈ Max(R)有 cokerm = 0，而 (Rm,mRm)是局部环，
cokerm是有限生成 Rm模，因此 cokerm = 0当且仅当 cokerm/mcokerm = 0，即

0 = Rm/mRm ⊗Rm
cokerm ∼= S−1(R/m⊗R coker) ∼= S−1(coker/mcoker) ⇔ coker/mcoker = 0. (3.19)

上面的定理表明，判定模的满射等价于判定商每个极大理想模的满射，而后者是 R/m线性空间，因此往往
更容易些.

定理 3.5

♥

设 R为整环，则对任意乘性子集 S，可视 R ⊂ S−1R ⊂ Frac(R)，则

R =
⋂

m∈Max(R)

Rm. (3.20)

证明 任取 α ∈
⋂

m∈Max(R)Rm，则对任意 m ∈ Max(R)，存在 sm /∈ m, rm ∈ R 使得 α = rm
sm

∈ Rm. 断言
(sm : m ∈ Max(R)) = R，否则存在 m0 ⊃ (sm : m ∈ Max(R))，但 sm0

/∈ m0，矛盾.由于 1 ∈ (sm : m ∈ Max(R))，
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3.3 整扩张

因此存在 sm1 , · · · , smn , u1, · · · , un 使得

1 = u1sm1 + · · ·+ unsmn ⇒ α = u1rm1 + · · ·+ unrmn ∈ R. (3.21)

3.3 整扩张

3.3.1 整性与有限

定义 3.8 (整性)

♣

设 R ⊂ S 为子环（也称 S 为 R的扩张）.
1. 设 s ∈ S，称 s在 R上整，若存在首一多项式 f(x) ∈ R[x]使得 f(s) = 0.
2. 若任意 s ∈ S 都在 R上整，则称 S/R为整扩张.

例 3.8
√
2
2 在 Z上非整，因为它的极小多项式为 2x2 − 1，但

√
2在 Z上整，因为有首一零化多项式 x2 − 2.

定理 3.6

♥

设 R ⊂ S, s ∈ S，则如下等价
1. s在 R上整.
2. R[s]为有限生成 R-模（此时称 R[s]/R为有限扩张）.
3. 存在子扩张 T，R ⊂ T ⊂ S，使得 s ∈ T 且 T/S 有限.

证明 1 ⇒ 2：设 sn + an−1s
n−1 + · · ·+ a0 = 0，则

sn = −an−1s
n−1 − · · · − a0 ⇒ R[s] = R+Rs+ · · ·+Rsn−1. (3.22)

2 ⇒ 3：取 T = R[s]即可.
3 ⇒ 1：设 T = (1 = t1, · · · , tn) = Rt1 + · · ·+Rtn，则 s ∈ T 诱导了 R-模同态ms : T → T, t 7→ st，因此存

在该同态在基 (t1, · · · , tn)下的矩阵 A ∈Mn(R)，则 s是 A的特征值，也为特征多项式 ϕA(x) ∈ R[x]的根，ϕA
首一说明 s ∈ S 整.

推论 3.4

♥

设 R ⊂ S.
若 s1, s2 ∈ S 在 R上整，则 s1 ± s2, s1s2 在 R上整.
若 S 为有限生成 R-代数，即 S = R[s1, · · · , sn] = R[x1, · · · , xn]/I，则 S/R整当且仅当 S/R有限.
若 T/R, S/T 为整扩张，则 S/R为整扩张.

证明
1. 由于 R[s1]/R有限，R[s1, s2]/R[s1]有限，因此 R[s1, s2]/R有限，因此 s1 ± s2, s1s2 ∈ R[s1, s2]在 R上整.
2. ⇒：s1, · · · , sn 在 R上整说明 R[s1, · · · , sn]/R有限.

⇐：上一条定理.
3. 仿照域扩张中“代数扩张的复合是代数扩张”可证.
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3.3 整扩张

3.3.2 正规扩张

定义 3.9 (正规扩张)

♣

设 S/R为整扩张.
1. 称环 R = {s ∈ S : s在R上整}为 R在 S 中的整闭包.
2. 设 R为整环，R在 Frac(R)中的整闭包 Rν 称为 R的正规化.
3. 若 R = Rν，则称 R正规.

注容易验证 (Rν)ν = Rν .
例 3.9设 k为域，R = k[x2, x3] ⊂ k[x]不是正规的，因为 Frac(R) = Frac(k[x]) = k(x)，x = x3

x2 在 R上整，但
x /∈ R.

命题 3.11

♠UFD是正规的.

证明 设 R为 UFD，假设存在 α = u
v ∈ Frac(R)，它在 R上整但 α /∈ R，不妨设 gcd(u, v) ∼ 1，取 v的非平凡素

因子 p|v, p ∤ u（α /∈ R说明这可以做到），则存在 a0, · · · , an−1 ∈ R使得(u
v

)n
+ an−1

(u
v

)n−1

+ · · ·+ a0 = 0 ⇒ un + an−1u
n−1v + · · ·+ a1uv

n−1 + a0v
n = 0, (3.23)

与 p|v, p ∤ u矛盾.
例 3.10 k[x1, · · · , xn],Z, k[x, y, z]/(z2 − xy)都是正规的.

定理 3.7 (正规性是局部概念)

♥

设 R为整环，S 为其乘性子集.
1. 若 R正规，则 S−1R正规.
2. 若对任意 m ∈ Max(R)，Rm正规，则 R正规.

证明
1. 由于 Frac(S−1R) = Frac(R)，取 α ∈ Frac(R)，若 α在 S−1R上整，则存在 a0

s0
, · · · an−1

sn−1
∈ S−1R使得

αn +
an−1

sn−1
αn−1 + · · ·+ a0

s0
= 0, (3.24)

由于 R正规，因此只需证明存在 s ∈ S 使得 sα在 R上整，取 s = s0 · · · sn−1 则

(sα)n + (
s

sn−1
an−1)(sα)

n−1 + · · ·+ sn

s
a0 = 0 ⇒ sα ∈ Rν = R⇒ α ∈ S−1R, (3.25)

得证.
2. 显然 R ⊂ Rν，反过来有

Rν =

 ⋂
m∈Max(R)

Rm

ν

⊂
⋂

m∈Max(R)

Rνm =
⋂

m∈Max(R)

Rm = R, (3.26)

因此 R正规.

3.3.3 有限性定理

定理 3.8 (有限性定理)

♥

设 R为正规整环，K = Frac(R)，L/K 为有限可分（域）扩张，记 S为 R在 L上的整闭包，则存在 L/K

的基 v1, · · · , vn 使得 S ⊂ Rv1 ⊕ · · · ⊕Rvn ⊂ L.

注若 R为 Noether环，则 S/R有限（Noether环上的有限生成模是 Noether模，Noether模的子模是有限生成的）
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3.4 Noether正规化定理

.

引理 3.1

♥

设 R为整环，K = Frac(R) ⊂ L（代数扩张），取 α ∈ L，若 α在 R上整，设其在 K 上的极小多项式为
xn + · · ·+ c1x+ c0 ∈ K[x]，则 ci 在 R上整.

注若 R正规，则 ci ∈ R.
证明 设 α1, · · · , αn为 α在K 中的共轭元，则 α1, · · · , αn在 R上整（因为它们都是 α在 L中极小多项式的根），
由 Vieta定理可知 ci 都在 R上整.
证明 【有限性定理的证明】取 L/K 的基 u1, · · · , un，则可以通过乘一个 R中的元素使得它们在 R上整（上节
某定理证明）.由 Tr : L× L→ K 非退化可知存在 L/K 的基 v1, · · · , vn使得 Tr(uivj) = δij，任取 α ∈ S（在 R

上整），令 bi = Tr(αui) ∈ R（引理），则 α = b1v1 + · · ·+ bnvn，因此 S ⊂ Rv1 ⊕ · · · ⊕Rvn ⊂ L.

¶代数整数

定义 3.10 (代数整数)

♣

设 Q为 Q的代数闭包，对任意 α ∈ Q，若 α在 Z上整，则称之为代数整数.
对于K/Q ⊂ Q/Q，记环 OK = {α ∈ K : α在Z上整}为 Z在K 上的整闭包.

例 3.11若K = Q(
√
2)/Q，则 OK = Z⊕ Z

√
2.

定理 3.9

♥
设K/Q为 n次扩张，则 OK 为秩 n的自由 Z-模，即存在 α1, · · · , αn ∈ OK 使得 OK = Zα1 ⊕ · · · ⊕ Zαn.

证明 根据有限性定理，存在 α1, · · · , αn使得OK ⊂ Zα1 ⊕ · · ·⊕Zαn ⊂ K，因此OK 为秩不超过 n的自由 Z-模，
进一步

OK ⊗Z Q ⊂ K ⊗Z Q = K, (3.27)

由于对任意 α ∈ K，存在 0 6= m ∈ Z使得mα在 Z上整，因此上面可以取等，说明 rk(OK) = rk(K)（根据 PID
上有限生成模的结论，与分式域张量积得到的结果不改变秩）.

命题 3.12

♠

设 ε1, · · · , εn 为 n个单位根，令 γ = 1
n (ε1 + · · · + εn) 6= 0，则 γ 为代数整数当且仅当 ε1 = · · · = εn，即

|γ| = 1.

证明 注意到 γ 的共轭元也是单位根的平均值，设 γ1, · · · , γt 为 γ 的共轭元，γi =
σi(ϵ1)+···+σi(ϵn)

n ，则 |γ| ⩽ 1，
取等当且仅当 ε1 = · · · = εn = 1.

⇒：此时 γ1, · · · , γt均为代数整数，因此 γ1 · · · γt ∈ Z（它在 Galois变换下不变，且为代数元），从而 |γ| = 1，
得证.

3.4 Noether正规化定理

定理 3.10 (Noether正规化定理)

♥

设 k为域，A为有限生成 k-代数，则存在 t1, · · · , tn ∈ A使得
1. t1, · · · , tn 在 k上代数无关.
2. k[t1, · · · , tn] ↪→ A为有限扩张.
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3.4 Noether正规化定理

证明 设 k为无限域，A = k[X,Y ]/I = k[x, y]，不妨设 I 6= (0)，取 0 6= f(X,Y ) ∈ I, f(x, y) = 0.
1. 若 f(X,Y )关于 Y 首一（即 f(X,Y ) = Y n + an−1(X)Y n−1 + · · ·+ a0(X)），则

yn + an−1(x)y
n−1 + · · ·+ a0(x) = 0, (3.28)

则 k[x] ↪→ A为有限扩张（因为 A = k[x] + k[x]y + · · ·+ k[x]yn−1），若 x在 k中不是代数元，则 k[x]满足
要求，否则 k ↪→ A满足要求.

2. 若 f(X,Y )关于 X,Y 都不首一，则存在 a, b, c, d ∈ k使得 ad− bc 6= 0且做变量代换x = ax′ + by′,

y = cx′ + dy′,
(3.29)

后 f 关于 x′, y′ 的 y′ 最高次项系数在 k中，因此可化为首一多项式，重复上一条即可.

推论 3.5 (Hilbert零点定理)

♥

设 k 为代数闭域，m 为多项式环 k[x1, · · · , xn] 的极大理想，则存在 a1, · · · , an ∈ k 使得 m = (x1 −
a1, · · · , xn − an).

证明 A = k[x1, · · · , xm]/m为有限生成 k-代数，由Noether正规化定理，存在 t1, · · · , tr ∈ A使得 k[t1, · · · , tr] ↪→
A有限，而A为域，k[t1, · · · , tr]为整环，因此有限性蕴含 k[t1, · · · , tr]为域，但多项式环必然不是域，因此 r = 0，
k ↪→ A为有限扩张，但是 k为代数闭域，因此 k ∼= A，记同构为 ϕ，令 x̄i = ϕ(ai)，则 x̄i− āi = 0 ⇒ xi−ai ∈ m，
因此 (x1 − a1, · · · , xm − am) = m.

推论 3.6

♥
设 k为代数闭域，I ⊊ k[x1, · · · , xn]，则存在 a = (a1, · · · , an) ∈ kn 使得对任意 f ∈ I 有 f(a) = 0.

因此存在 k[x1, · · · , xn]中理想与 kn 子集的对应：

J 7→ V (J) = {a ∈ kn : f(a) = 0, ∀f ∈ J}, (3.30)

Z 7→ I(Z) = {f ∈ k[x1, · · · , xn] : f(a) = 0, ∀a ∈ Z}. (3.31)

定理 3.11 (Hilbert零点定理 (强形式))

♥
设 k为代数闭域，理想 J ⊂ k[x1, · · · , xn]，则 I(V (J)) =

√
J .

证明 显然 I(V (J)) ⊃
√
J，反之设 f ∈ I(V (J))，则 f |V (J) = 0，设考虑 k[x1, · · · , xn, y]/(J+(yf−1))，设其极大

理想（对应到多项式环中）为m = (x1−a1, · · · , xn−an, y−b)，且m ⊃ J,m ⊃ yf−1，则 a = (a1, · · · , an) ∈ V (J)，
并且 bf(a)− 1 = 0，矛盾，故该环无极大理想，为零环.。。。。。

定理 3.12

♥

设 R 为整环，K = Frac(R)，K1/K 为有限扩张，R1 为 R 在 K1 中的整闭包，则在以下两种情形之一，
R ↪→ R1 为有限扩张.

1. R整闭且 Noether，K1/K 可分.
2. R为域 k上的有限生成代数.

证明
1. 已证.
2. 不妨设 R = k[t1, · · · , tn]为 k上的 n元多项式环，
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第 4章 有限群表示论

本章默认 |G| <∞，V/C.

4.1 群的表示
直接理解，群的表示实际上可以看作一种线性作用.

定义 4.1 (线性作用)

♣

设G为有限群，V 为 F -线性空间，则G在 V 上的群作用称为线性作用，若对任意 v, w ∈ V, g ∈ G,λ ∈ F

有

g(v + w) = gv + gw, g(λv) = λgv. (4.1)

4.1.1 群同态语言下的群表示

定义 4.2 (线性表示)

♣

设 G为群，F 为域，称 (V/F, ρ)为 G的 F -线性表示，指 V 配有群同态 ρ : G→ GL(V )，表示次数定义
为空间的维数 degϕ = dimF V .

注有时也会直接称 V 为 G的 F -表示.
例 4.1

ρ : G→ GL(V ), g 7→ IdV 称为平凡表示（或主表示）.
设 G = Z/nZ, F = C，则它的一维表示为

ρ : G→ C∗, ρ(k) = e2πkmi/n, 0 ⩽ m ⩽ n− 1. (4.2)

设 G置换作用于集合 S 上，可以定义 |S|维 F -线性空间

F [S] =

{∑
s∈S

ass : as ∈ F, s ∈ S

}
, (4.3)

则 G在 S 上的作用对应了 G在 F [S]/F 上的线性作用

g

(∑
s∈S

ass

)
=
∑
s∈S

as(gs) =
∑
s∈S

ag−1ss. (4.4)

这称为群 G的置换表示.

定义 4.3 (表示的等价)

♣

称群G的两个表示 ϕ : G→ GL(V ), ψ : G→ GL(W )是等价的，若存在（线性空间）同构 T : V →W 使
得对任意 g ∈ G有 Tϕg = ψgT，记作 ϕ ∼ ψ.

V V

W W

φg

T T

ψg

注表示之间态射的全体记为 Hom(ϕ,ψ)，它是 Hom(V,W )的子空间，对任意 g ∈ G有 Tϕg = ψgT .



4.1 群的表示

定义 4.4 (表示的直和)

♣

设有表示 ϕ(1) : G→ GL(V1), ϕ
(2) : G→ GL(V2)，定义其直和为

ϕ(1) ⊕ ϕ(2) : G −→ GL(V1 ⊕ V2) (4.5)

(v1, v2) 7−→ (ϕ(1)
g (v1), ϕ

(2)
g (v2)). (4.6)

定义 4.5 (子表示)

♣

设有表示 ϕ : G → GL(V )，若子空间 W ⩽ V 是 G-不变的（即对任意 g 有 ϕg(W ) ⊂ W），则称
ϕ|W : G→ GL(W )为 V 的子表示.

定义 4.6 (不可约表示)

♣
称表示 ϕ : G→ GL(V )是不可约的，若其无非平凡子表示（或者说 G-不变子空间只有 {0}和 V）.

注特别地，所有一次表示都是不可约的.

定义 4.7 (完全可约)

♣

称表示 ϕ : G→ GL(V )是完全可约的，若存在分解 V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vn，这里每个 Vn ⩽ V 都是 G-不变子
空间，并且 ϕ|Vi

都不可约.

注根据定义，不可约表示是完全可约的，并且表示完全可约当且仅当 ϕ(G)可通过同一矩阵分块对角化.

定义 4.8 (表示的分解)

♣
称表示 ϕ : G→ GL(V )是可分解的，若存在 G-不变子空间 V1, V2 使得 V = V1 ⊕ V2.

命题 4.1

♠可分解性、不可约性、完全可约性都是表示的等价不变量.

关于表示的分解，有如下定理：

定理 4.1 (Maschke)

♥

设域 F 特征为 0或与群 G的阶互素，则对 V 的任意真子表示 U，存在子表示W 使得 V = U ⊕W，即
G的任何 F -表示的子表示均是直和项.

证明 设投影 π : V → U，令

π′ : V → V, v 7→ 1

|G|
∑
g∈G

gπ(g−1v), (4.7)

则容易验证 π′|U = IdU , Imπ′ = U，因此有直和 V = Imπ′ ⊕Kerπ′ = U ⊕W，下证W 为 V 的子表示，只需证
明对任意 w ∈W,x ∈ G有 gw ∈W，注意到对任意 x ∈ G, v ∈ V 有

π′(xv) =
1

|G|
∑
g∈G

gπ(g−1xv) =
1

|G|
x

∑
g∈G

(x−1g)π(g−1xv)

 (4.8)

= x

(
1

|G|
∑
h∈G

hπ(h−1v)

)
(4.9)

= xπ′(v), (4.10)

故得证.
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4.1 群的表示

¶对偶表示

设 U, V 都是 G的 F -表示，则 HomF (U, V ), U ⊗F V 都是 F -线性空间，可以定义 G在 HomF (U, V )上的线
性作用为

Φ : G→ GL(Hom(U, V )), Φg(f) = g ◦ f ◦ g−1, (4.11)

对于张量积，考虑双线性映射 (u, v) 7→ (gu)⊗ (gv)，则它诱导 F -线性映射

U ⊗F V → U ⊗F V, u⊗ v 7→ (gu)⊗ (gv). (4.12)

定义 4.9 (对偶表示/逆步表示)

♣

设 ϕ : G→ GL(V )为 G的表示，V ∗ = HomF (U,F )为对偶空间，则称 ϕ∗ : G→ GL(V ∗)为其对偶表示，
其中 ϕ∗

g(f) = f ◦ ϕg−1 .

注若考虑一组基与其对偶基，则 ϕ∗
g 在对偶基下的矩阵与 ϕg−1 在该基下的矩阵相差转置逆.

容易验证

ϕ∗
gϕ

∗
h(f) = f ◦ ϕh−1 ◦ ϕg−1 = f ◦ ϕ(gh)−1 = ϕ∗

gh(f). (4.13)

命题 4.2

♠

设 U, V 为 G的 F -表示，则有表示间的同构

Γ : U∗ ⊗F V → HomF (U, V ), ϕ⊗ v 7→ (u 7→ ϕ(u)v). (4.14)

¶置换表示与正则表示

若 G作用于有限集 X 上，则可视 F [X]为 F [G]-模，它是一个 G的 F -表示，即

g

(∑
x∈X

axx

)
=
∑
x∈X

ax(gx) =
∑
x∈X

ag−1xx, (4.15)

这称为 G的置换表示.
若上面 X = G，G左乘作用于自身，即 F [G]视为 G的 F -表示，称为 G的正则表示.

4.1.2 F [G]-模语言下的群表示

定义 4.10 (群环/群代数)

♣

设 G为有限群，F 为域，定义群环 F [G]，其中元素形如∑
g∈G

agg, ag ∈ F, g ∈ G, (4.16)

注
1. 它同时是一个 F -线性空间以及一个幺环，因此是一个 F -代数.
2. 容易验证 dimF F [G] = |G|，并且 F 为交换环当且仅当 G为交换群.
若设 ϕ : G → GL(V )为一个表示，则 ϕg 可以视为 g ∈ G在 V 上的作用，即 F -表示与 G线性作用存在对

应，进一步用群环的语言，这种线性作用实际上可以赋予 V 一个 F [G]-模结构，即∑
g∈G

agg

 · v =
∑
g∈G

ag(gv), (4.17)

并且它是有限生成的.可总结为如下命题，它给出了看待有限群表示的三种视角：
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4.1 群的表示

命题 4.3 (F -表示↭ G线性作用↭有限生成 F [G]-模)

♠

设 G为有限群，F 为域，则下列集合存在自然双射：
G的有限维 F -表示的全体.
配有 G线性作用的有限维 F -线性空间的全体，
有限生成 F [G]-模的全体.

注有时直接称一个线性空间 V 为 G的 F -表示，实际上是将它视为 F [G]-模.
在模的视角下，许多定义有等价形式.

定义 4.11 (子表示 &不可约表示)

♣

称W 为 V 的子表示，若W 为 V 的 F [G]-子模，或者说 G在 V 上的线性作用对W 封闭，也可以
说W 是 G的全不变子空间.
称 V 为不可约表示，若 V 作为 F [G]-模是单模.

定义 4.12 (表示的直和)

♣
设 V1, V2 为 G的 F -表示，则它们作为表示的直和实际上是作为 F [G]-模的直和.

定义 4.13 (半单模)

♣若模M 为单模的直和，则称M 为半单模.

注显然单模是半单模.

定义 4.14 (完全可约)

♣
表示 V 的完全可约实际上是指它是半单 F [G]-模.

在模的语言下，Maschke定理有如下形式：

定理 4.2 (Maschke定理)

♥

设域 F 特征为 0或与群 G的阶互素，则有限群 G的非零 F -表示都是不可约表示的直和，即任意有限生
成非零 F [G]-模是半单模.

例 4.2Maschke定理的两个反例
无限群：设 G = (R,+), V = R2，考虑

ϕ : G→ GL(R2), r 7→

(
1 r

0 1

)
, (4.18)

则它是一个表示，但不可对角化，故不是完全可约的.
charF 与 |G|不互素：设 G = Z/pZ，p为素数（注意 G同时是一个域），考虑

ϕ : G→ GL(M2(Z/pZ)) = GL2(Z/pZ), n̄ 7→

(
1̄ n̄

0̄ 1̄

)
, (4.19)

容易验证它是 G在M2(Z/pZ)上的一个 Z/pZ-表示（或者说是域 Z/pZ上的二次矩阵表示），但 ϕ(1)的极
小多项式为 d(x) = (x− 1̄)2，说明它不可对角化，但由 (1̄, 0̄)T 生成的子空间是 G-不变子空间，说明 ϕ不
是完全可约的.
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4.2 半单代数

¶一个单模的结论

定理 4.3 (Schur)

♥
单模间的任意非零同态都是同构，换句话说 HomR(M,N)为除环.

证明 设 f : M → N 为单模间的非零同态，则一方面 Ker f ⩽ M 说明 Ker f = {0}，另一方面 Im f ⩽ N 说明
Im f = N，因此 f :M → N 为同构.

推论 4.1

♥
若M 为单 R-模，则自同态环 EndR(M)是可除环.

证明 EndR(M)中元素为单模之间的同态，因此或为平凡同态，或为同构.

4.2 半单代数
本节中任意模都是有限生成的.

4.2.1 半单代数

引理 4.1

♥

设 F 为域，A为有限维 F -代数，M 为 A-模，则下述等价
1. M 的任意子模都是M 的直和项.
2. M 为半单模.
3. M 为单子模之和.

证明 1 ⇒ 2 ⇒ 3是显然的，下证 3 ⇒ 1.
设 N ⩽M，V ⩽M 是与 N 之交平凡的所有子模的极大元，下证M = N + V = N ⊕ V，若不然则由于M

为单子模之和，存在单模 S 6⊂ N + V .S为单模说明 S ∩ (N + V ) = {0}，因此N ∩ (V + S) = {0}，与 V 的极大
性矛盾.

引理 4.2

♥半单模的子模、商模是半单模.

证明 设 N 为半单模M 的子模，则M = N ⊕W，因此 N ∼=M/W 为M 的商模，因此只需证明半单模的商模
是半单模.

设M = S1+· · ·+Sn为半单模，其中Si为单模，考虑满同态 π :M →M/N，则 π(Si) = SiN/N ∼= Si/Si∩N，
因此 π(Si) ∼= Si 或 π(Si) = 0，说明M/N = π(S1) + · · ·+ π(Sn)，即M/N 为半单模.

定义 4.15 (半单代数)

♣若代数 A的非零 A-模都是半单模，则称 A为半单代数.

注Maschke定理实际是说群环 F [G]为半单 F -代数.

定理 4.4 (半单代数的等价刻画)

♥A为半单代数当且仅当它自身是半单 A-模.

证明 若A是半单代数，则由定义可得A是半单A-模.反之若A为半单A-模，则任意自由模An也是半单模，而
任意有限生成 A-模是自由模的商模，故 A也是半单模.
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命题 4.4

♠设 A为半单代数，有 A-模同构 A ∼= S1 ⊕ · · · ⊕ Sr，其中 Si 为单模，则任意单 A-模必然同构于某个 Si.

证明 设 S 为单 A-模，0 6= s ∈ S，令 ϕ : A → S, a 7→ as，则 ϕ必然为满同态，考虑 ϕi = ϕ|Si
: Si → S，则它

们必然不全为零，由 Schur引理可知不为 0的 ϕi 为同构.

推论 4.2

♥

设 {S1, · · · , Sr}为半单代数 A的所有互不同构的单模，则对于 A-模M，若M ∼= n1S1 ⊕ · · · ⊕ nrSr，则
{n1, · · · , nr}是唯一确定的.

证明 设 ϕ : n1S1 ⊕ · · · ⊕ nrSr ∼= m1S1 ⊕ · · · ⊕mrSr，记 ϕi = ϕ|niSi
, πj :M → mjSj，考虑

ϕij = πj ◦ ϕ ◦ ϕi : niSi → mjSj , (4.20)

若 i 6= j，则 ϕij = 0，因此 ϕ =
⊕r

i=1 ϕii，ϕ为同构说明 ϕii : niSi → miSi 为同构，因此 ni = mi.

4.2.2 可除代数

定义 4.16 (可除代数)

♣若可除环 D是 F -代数，则称之为 F -可除代数.

例 4.3若 D为可除代数，则 n阶矩阵环Mn(D)也是 F -代数，通过矩阵乘法可知 Dn 为Mn(D)-模.

定理 4.5

♥
设 D为可除代数，则环Mn(D)是半单代数，其单模均同构于 Dn，Mn(D)作为Mn(D)-模同构于 nDn.

证明 先证 Dn 为单 Mn(D)-模.设 N 为 Dn 的非零子模，若 0 6= v = (v1, · · · , vn)T ∈ N，不妨设 vj 6= 0，则
(v−1
j Eij) · v = ej ∈ N，再由 Pijej = ei ∈ N 可知 N = Dn，得证.
设 Ck 为 Mn(D) 中在第 k 列外均为零的矩阵集合，则 Ck ⩽ Mn(D) 并且 Ck ∼= Dn，即得 Mn(D) ∼=⊕n

k=1 Ck
∼= nDn，故Mn(D)为半单代数，Dn 为其唯一的单Mn(D)-模.

定义 4.17 (单代数)

♣若代数 A只有平凡双边理想，或者说它作为环是单环，则称 A为单代数.

引理 4.3

♥单代数都是半单代数.

证明 设 A为单代数，Σ为 A的所有单子模之和.若 S 为 A的单子模，则对任意 a ∈ A，ϕ : S → Sa, s 7→ sa有
Kerϕ = 0或 Kerϕ = S，即 Sa = 0或 Sa ∼= S，因此 Sa ⊂ Σ，说明 Σ为 A的双边理想，因此 Σ = A，即 A是
半单 A-模，即为半单代数.

定理 4.6

♥
设 D为可除代数，则Mn(D)为单代数.

证明 只需证明任意 0 6=M ∈Mn(D)，(M) = J =Mn(D).设M = (mij)且mrs = a 6= 0，则

Ess = (a−1Esr)MEss ∈ J,Eij = PisEssPsj ∈ J, (4.21)

得证.
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定义 4.18 (反环/反代数)

♣对于环 R（或代数 A），定义其反环 Rop（或反代数 Aop）上的乘法为 r1 ◦ r2 = r2r1.

引理 4.4

♥

代数 A的反代数 Aop 与其自同态代数 EndA(A) = Hom(A,A)同构.
Mn(A)

op ∼=Mn(A
op).

证明
1. 设 ϕ ∈ EndA(A), a = ϕ(1)，则 ϕ(b) = bϕ(1) = ba，若设 ρa : b 7→ ba，则 EndA(A) = {ρa : a ∈ A}，容易
验证 ρ : Aop → EndA(A), a 7→ ρa 为代数同构.

2. 考虑转置.

引理 4.5

♥

设 S 为单模，则 D = EndA(S)为可除代数且有代数同态 EndA(nS) ∼=Mn(D).
设 S1, · · · , Sr 为互不同构的单模，Ui = niSi, Di = EndA(Si)，则

EndA(U1 ⊕ · · · ⊕ Ur) ∼=Mn1
(D1)⊕ · · · ⊕Mnr

(Dr). (4.22)

证明
1. 由 Schur引理可得D为可除代数，将 nS视为列向量空间 Sn，则显然有代数同态 Γ :Mn(D) → EndA(nS)

（考虑直接作用），若 Γ(Φ) = 0，设 Φ = (ϕij)，则取 (0, · · · , si, · · · , 0)T ∈ Sn，

Γ(Φ)(0, · · · , si, · · · , 0)T = (ϕ1i(si), · · · , ϕni(si))T = 0, (4.23)

根据 si, i的任意性可知 Φ = 0，即 Γ为单射；另一方面设 Ψ ∈ EndA(nS)，对任意 1 ⩽ i ⩽ n，令

Ψ(0, · · · , si, · · · , 0)T = (ψ1i(si), · · · , ψni(si)), (4.24)

则 ψij ∈ EndA(S)，并且 Γ((ψij)) = Ψ说明 Γ为满射，得证.
2. 设 U =

⊕r
i=1 Ui，对任意 ϕ ∈ EndA(U)，令

ϕij = πj ◦ ϕ ◦ ϕi : Ui → Uj (4.25)

可知对任意 i 6= j 有 ϕij = 0，因此 ϕ =
⊕r

i=1 ϕii，由 1得证.

命题 4.5

♠
若 F 为代数闭域，S 为单模，则 EndA(S) ∼= F .

证明 设 ϕ ∈ EndA(S)，λ ∈ F 为 ϕ的一个特征值，则 ϕ− λI ∈ EndA(S)并且它不可逆，因此只有 ϕ = λI，这
说明 EndA(S)中的元素均为标量数乘，即 λ 7→ λI 给出了这一同构.

定理 4.7 (Wedderburn)

♥
代数 A半单当且仅当 A ∼=

⊕r
i=1Mni

(Di)，其中 Di 为可除代数.

证明 ⇐：显然.
⇒：若 A ∼= U1 ⊕ · · · ⊕ Ur = n1S1 ⊕ · · · ⊕ nrSr 为半单模分解，则

Aop ∼= EndA(A) ∼=
r⊕
i=1

Mni(EndA(Si)), (4.26)

A = (Aop)op ∼=
r⊕
i=1

Mni(EndA(Si)
op). (4.27)
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推论 4.3 (维数公式)

♥

延续上述定理的记号，两边作为 F -线性空间有

dimF A = n21 + · · ·+ n2r. (4.28)

4.2.3 群表示语言下的应用与重述

对于有限群 G，C[G]为半单模（Maschke定理），dimC C[G] = |G|，C为代数闭域说明对任意单 C[G]-模 S

都有 EndA(S) ∼= C，因此

推论 4.4

♥
设 G为有限群，则 C[G] =

⊕r
i=1Mni

(C)，|G| =
∑r
i=1 n

2
i .

定理 4.8 (Schur)

♥

设 (U,ϕ), (V, ρ)为有限群 G的两个不可约复表示，T ∈ Hom(ϕ, ρ)，则必有 T = 0或 T 可逆，也就是说
若 ϕ 6∼ ρ，则 Hom(ϕ, ρ) = 0.
若 ϕ ∼ ρ，则存在 λ ∈ C使得 T = λI（或者说 Hom(ϕ,ϕ) ∼= C）.

注 Schur定理也表述为：Hom(ϕ, ρ)为除环.
证明 C[G]为半单代数说明 U, V 为单模，由 Schur引理可知当 (U,ϕ) 6∼ (V, ρ)时 Hom(ϕ, ρ) ∼= HomC[G](U, V ) =

{0}，当 (U,ϕ) ∼ (V, ρ)（不妨设二者相等）时 Hom(ϕ,ϕ) ∼= EndC[G](U) ∼= C.

推论 4.5

♥
设 G为 Abel群，ϕ : G→ GL(V )不可约，则 degϕ = dimV = 1.

注事实上逆命题也成立，因为单 F [G]-模的种类有限，并且由这些单模可以确定所有半单模，即所有 F -表示.
证明 对任意 g, h ∈ G有 ϕhϕg = ϕhg = ϕgh = ϕgϕh，因此 ϕ(G) ⊂ Hom(ϕ,ϕ)，由 Schur引理可知对任意 g ∈ G，
存在 0 6= λg ∈ C使得 ϕg = λgI，再根据 ϕ的不可约性得 dimV = 1（否则存在真 G-不变子空间），得证.

推论 4.6

♥
设 G为有限 Abel群，ϕ : G→ GL(V )为复表示，则存在矩阵 T 使得对任意 g ∈ G，T−1ϕgT 为对角阵.

注注意这里的 T 不依赖 g的选取，即 ϕg 可以同时对角化.
除了维数公式，还可以借助群的中心得到不可约表示的个数.

定理 4.9 (不可约表示的个数)

♥设 G的共轭类为 C1, · · · , Cs，则 G的不可约表示的个数等于 s.

证明 设 C[G] =
⊕r

i=1Mni
(C)，则

Z(C[G]) =
r⊕
i=1

Z(Mni
(C)) ∼= Cr ⇒ dimF Z(C[G]) = r, (4.29)

而对任意 x =
∑
g∈G agg ∈ Z(C[G]), h ∈ G都有 x = hxh−1，因此有 ag = ahgh−1，这说明系数在同一共轭类下

取值相同，因此

Z(C[G]) = aC1

∑
g∈C1

g + · · ·+ aCr

∑
g∈Cr

g ⇒ dimF Z(C[G]) = s, (4.30)

即得 r = s.
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4.3 表示的提升与分解
借助已有表示，可以构造新的表示.

定义 4.19 (表示的提升)

♣

设 (V, ρ)为 G的 F -表示，T : H → G为同态，设 ρT = ρ ◦ T : H → GL(V )，则 (V, ρT )为 H 的 F 表示，
称为 (V, ρ)的提升.

G

H GL(V )

ρ

ρT

T

命题 4.6 (表示与提升的不可约性)

♠

记号如上，则
ρT 不可约⇒ ρ不可约.
若 T 为满射，则 ρ不可约⇒ ρT 不可约.

证明
1. 假设 ρ可约，则存在 V 的G-不变真子空间W，它同时是H-不变的（ρTh (W ) = ρT (h)(W ) ⊂W），与 ρT 的
不可约性矛盾.

2. 假设 ρT 可约，则存在 V 的 H-不变子空间W，对任意 g ∈ G，设 h ∈ T−1(g)则 ρg(W ) = ρTh (W ) ⊂ W，
即W 也是 G-不变的，矛盾.

例 4.4设 N / G，则有典范同态 π : G→ G/N，借此可将 G/N 的表示提升为 G的表示.

定义 4.20 (表示的分解)

♣

设 (V, ϕ)为 G的表示，N / G且 N ⊂ Kerϕ，π : G→ G/N 为典范映射，设

ϕ̄ : G/N → GL(V ), gN 7→ ϕ(g), (4.31)

则 (V, ϕ̄)为 G/N 的表示，这称为 (V, ϕ)的分解.

注 N ⊂ Kerϕ说明 ϕ̄是良定的.
这里 ϕ可以视为 ϕ̄的提升，π为满射说明

命题 4.7 (表示与分解的不可约性)

♠记号如上，则 ϕ不可约当且仅当 ϕ̄不可约.

命题 4.8 (提升与分解的一一对应)

♠

设 N / G,ΩG/N 为群 G/N 的 F -表示的全体，ΩG 为 G的核包含 N 的 F -表示的全体，则有双射

σ : ΩG/N → ΩG, ϕ̄ 7→ ϕ = ϕ̄ ◦ π, (4.32)

并且 ϕ̄不可约当且仅当 ϕ不可约.

注意到表示的提升与分解不改变表示的次数（即空间的维数），因此从 G/N 的所有一次 F -表示可提升得到
G的所有核包含 N 的一次表示.特别当 G/N 为 Abel群时，其所有表示都是一次的，因此可提升得到 G的所有
核包含 N 的表示（并且均为一次）.考虑 G的导群 G′，易知 G/N 交换当且仅当 N ⊃ G′，容易证明：

命题 4.9 (一次表示的对应)

♠
群 G的所有一次 F -表示构成的集合与 G/G′ 的所有（一次）F -表示的集合之间存在一一对应.
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证明 设 ϕ为 G的一次表示，则对任意 g, h ∈ G有

ϕ([g, h]) = [ϕ(g), ϕ(h)] = 1, (4.33)

因此 G′ ⊂ Kerϕ，同样考虑 σ : ΩG/G′ → ΩG, ϕ̄ 7→ ϕ即得.
上述命题给出了求群 G所有一次表示的方法.

例 4.5置换群 Sn(n ⩾ 3)的一次表示 一方面 [Sn : An] = 2说明 Sn/An交换，因此 S′
n ⊂ An，而 An由 3-轮换生

成，注意到

(ijk) = (ik)(ij) = (jk)(ij)(jk)−1(ij)−1 ∈ S′
n ⇒ S′

n = An, (4.34)

因此 Sn 的一次复表示恰好与 Sn/An ∼= Z/2Z的一次复表示对应，而 Sn/An 有两个一次复表示 ϕ̄0, ϕ̄1，其中 ϕ̄0

为主表示 ϕ̄1(1̄) = −1，因此其提升 ϕ0 为主表示，ϕ1 满足

ϕ1(σ) = ϕ̄1(σAn) =

1, σ为偶置换

−1, σ为奇置换
(4.35)

由于 |S3| = 6，它有两个一次表示，因此根据维数公式可知它还有一个二次不可约表示 ϕ2，可以考虑它作
用于一个三角形上，此时存在 σ ∈ S3 使得 ϕ2(σ)阶为 3，故 ϕ2 是不可约的.

4.4 特征标理论

4.4.1 特征标的定义及性质

定义 4.21 (特征标)

♣

对于表示 ϕ : G→ GL(V )，定义其特征标 χφ : G→ C∗, χφ(g) = tr(ϕg).不可约表示的特征标称为不可约
特征标.

注
1. 特征标是一个线性函数，容易看出 χφ(1) = degϕ，对于一次表示有 χφ = ϕ.有时也可记 χφ = χV .
2. 平凡表示的特征也称主特征，一次表示的特征称为线性特征.

例 4.6正则表示的特征 设 ϕ为 G的正则表示，则

χφ(g) =

|G|, g = 1,

0, g 6= 1.
(4.36)

设 G = {g1, · · · , gn}，[ϕg]为 ϕg 在这一组基下的矩阵，则

[ϕg]ij =

1, gi = ggj

0, else
=

1, g = gig
−1
j

0, else
(4.37)

特别有 [ϕg]ii = δg1，即得.

命题 4.10

♠

χφ(g
−1) = χφ(g).

对任意表示 (V, ϕ), g ∈ G，χφ(g)为 degϕ个 ord g次单位根之和，进而 |χφ(g)| ⩽ n.
χφ(g) = n当且仅当 ϕ(g) = I，因此 Kerϕ = {g ∈ G : χφ(g) = n}.
|χφ(g)| = n当且仅当 ϕ(g) = cI，这里 c为 degϕ次单位根.
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命题 4.11

♠

χφ1⊕φ2 = χφ1 + χφ2 .
χφ1⊗φ2 = χφ1 · χφ2 .
χU∗ = χU，其中 U∗ 为 U 的对偶表示.
χHom(U,V ) = χU∗⊗V = χU · χV .

注若表示有不可约分解 ϕ ∼ n1ϕ
1 ⊕ · · · ⊕ nsϕ

s，则 χφ = n1χφ1 + · · ·+ nsχφs .

命题 4.12 (特征标的共轭不变性)

♠

若 ϕ ∼ ρ，则 χφ = χρ.
对任意 g, h ∈ G有 χφ(h) = χφ(ghg

−1).

将特征标的共轭不变性提取出来，可得类函数的定义.

定义 4.22 (类函数)

♣
称函数 f : G→ C为类函数，若对任意 g, h ∈ G有 f(h) = f(ghg−1).

注若记 L(G)为所有G到 C的函数的全体，则类函数的全体可记为 Z(L(G)).后面可知，在给环 L(G)赋予乘法
结构后，类函数确实是它的中心.有时类函数全体也记为 Cl.

定义 4.23 (特征标表)

♣
设 G的不可约特征为 χ1, · · · , χs，共轭类为 C1, · · · , Cs，则称矩阵 X = (χi(Cj))s×s 为 G的特征标表.

4.4.2 正交关系

首先定义内积

定义 4.24 (L(G)中的内积结构)

♣

设 ϕ,ψ ∈ L(G)，定义其内积为

〈ϕ,ψ〉 = 1

|G|
∑
g∈G

ϕ(g)ψ(g). (4.38)

引理 4.6

♥

设 V 为 G的复表示，V G = {v ∈ V : gv = v, ∀g ∈ G}，则

dimV G =
1

|G|
∑
g∈G

χV (g). (4.39)

证明 设 a = 1
|G|
∑
g∈G g ∈ C[G]，显然 a ∈ V G，因此 a2 = a，考虑线性映射 ρa : V → V, v 7→ av，则 x2 − x是

它的零化多项式，说明 ρa 的特征值只有 0和 1且能对角化，设分解 V = V1 ⊕ V0，若 v ∈ V1，则 av = v，对任
意 g ∈ G有

gv = gav = av = v ⇒ v ∈ V G, (4.40)

反之若 v ∈ V G 则显然 av = v, v ∈ V1，因此 V1 = V G，故

dimV G = tr(ρa) =
1

|G|
∑
g∈G

χV (g). (4.41)
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定理 4.10

♥

设 U, V 为 G的复表示，则

〈χU , χV 〉 = dimC HomC[G](U, V ). (4.42)

注这里 HomC[G](U, V )上的模结构是由 U, V 得到的，即 Φg(f) = gfg−1.
证明 若视 HomC[G](U, V )为 HomC(U, V )的子空间，则对任意 g ∈ G,ϕ ∈ HomC[G](U, V )有

(gϕ)(u) = gϕ(g−1(u)) = ϕ(u) ⇒ ϕ ∈ (HomC(U, V ))G, (4.43)

反过来显然，因此 HomC[G](U, V ) = (HomC(U, V ))G，由此可得

dimC HomC[G](U, V ) = dimC(HomC(U, V ))G (4.44)

=
1

|G|
∑
g∈G

χHom(U,V )(g) (4.45)

=
1

|G|
∑
g∈G

χU (g)χV (g) (4.46)

= 〈χV , χU 〉 = 〈χU , χV 〉, (4.47)

最后的等号成立是因为结果为实数.

定理 4.11 (不可约特征的正交关系)

♥
设 χ1, · · · , χr 为 G的不可约特征，则 〈χi, χj〉 = δij .

证明 由 Schur引理即得.

推论 4.7

♥

设 χ1, · · · , χr 为 G的不可约特征，则它们构成 Cl的一组标准正交基，因此每个 χV 写成 χ1, · · · , χr 的 N
线性组合方式唯一，进而表示 V 由特征 χV 唯一决定.

在特征标表中，每行对应一个不可约特征在共轭类上的取值，因此

定理 4.12 (特征标表的行正交关系)

♥

设 χ1, · · · , χr 为 G的不可约特征，C1, · · · , Cr 为其共轭类，则∑
g∈G

χi(g)χj(g) =

r∑
k=1

|Ck|χi(Ck)χi(Ck) = δij |G|. (4.48)

注行正交关系并非指行向量正交.
事实上，特征标表的列也有正交关系

定理 4.13 (列正交关系)

♥

设 χ1, · · · , χr 为 G的不可约特征，C1, · · · , Cr 为其共轭类，则
r∑
i=1

χi(Ck)χi(Cl) = δkl
|G|
|Ck|

. (4.49)

证明 根据行正交关系可得

X


|C1|
|G|

. . .
|Cr|
|G|

X∗ = Ir ⇒


|C1|
|G|

. . .
|Cr|
|G|

X∗X = Ir, (4.50)

其中 X∗ 表示共轭转置.
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4.4 特征标理论

4.4.3 特征标表的计算

由于任何表示的特征标都是不可约表示的线性组合，因此在得到特征标表后，可以得到任意表示的特征标.
在计算特征标表时，主要有如下结论：
|G| =

∑r
i=1 |χi(1)|2.

G/G′ 的不可约表示可一一提升为 G的所有一维表示.
借助 G在某个空间或集合中的作用构造表示.
通过已知表示构造新表示（张量积、诱导表示等）.

命题 4.13

♠设 α为线性特征，χ为不可约特征，则 αχ也是不可约特征.

¶二面体群的特征标表

二面体群

Dn = 〈a, b|a2 = bn = e, aba−1 = b−1〉. (4.51)

例 4.7D3的特征标表 根据D3的共轭类可知它有 3个不可约特征，并且D′
3 = 〈b|b3 = e〉, |D3| = 6说明D3有两

个一次不可约表示和一个二次不可约表示，后者可通过作用在正三角形上得到.

D3 {e} {b, b2} {a, ab, ab2}
χ1 1 1 1
χ2 1 1 −1
χ3 2 −1 0

表 4.1: D3 的特征标表

例 4.8D4 的特征标表 根据 D4 的共轭类可知它有 5个不可约特征，并且 D′
4 = {e, b2}, |D4| = 8说明 D4 有四个

一次不可约表示和一个二次不可约表示，前者由 Z/2Z⊕ Z/2Z的不可约表示提升得到，后者可通过作用在正方
形上得到.

D4 {e} {b, b3} {b2} {ab, ab3} {a, ab2}
χ1 1 1 1 1 1
χ2 1 1 1 −1 −1
χ3 1 −1 1 −1 1
χ4 1 −1 1 1 −1
χ5 2 0 −2 0 0

表 4.2: D4 的特征标表

例 4.9D5 的特征标表 根据 D5 的共轭类可知它有 4个不可约特征，并且 D′
5 = 〈b|b5 = e〉, |D5| = 10说明 D5 有

两个一次不可约表示和两个二次不可约表示，后者可通过作用在正五边形上得到.

D5 {e} {b, b3} {b2, b3} {ab, ab2, ab3, ab4}
χ1 1 1 1 1
χ2 1 1 1 −1
χ3 2 ζ15 + ζ45 ζ25 + ζ35 0
χ4 2 −(ζ15 + ζ45 ) −(ζ25 + ζ35 ) 0

表 4.3: D5 的特征标表
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4.4 特征标理论

¶置换群的特征标表

置换群的共轭类可以根据型来划分，非常明确，并且前面证明过，Sn(n ⩾ 3)的一次表示只有两个.下面讨
论几个例子.
例 4.10S3 的特征标表 由于 S3

∼= D3，因此它们的特征标表相同.

S3 (1) (123) (12)
χ1 1 1 1
χ2 1 1 −1
χ3 2 −1 0

表 4.4: S3 的特征标表

例 4.11S4的特征标表 一方面借助共轭类以及数论知识可知 S4有一个二次表示，两个三次表示.由于 χ2χ3仍为
二次表示，因此 χ2χ3 = χ3，因此 χ3((12)) = χ3((1234)) = 0，设 χ3((123)) = a, χ3((12)(34)) = b，则由行列正
交关系可得

2 + 8a+ 3b = 0, 4 + 8a2 + 3b2 = |S4| = 24 ⇒ a = −1, b = 2 (4.52)

对于剩余两列，首先有 χ2χ4 = χ5，若设 χ4行为 a, b, c, d，则 χ5行为 −a, b,−c, d，第二四列、三五列作内
积可得

ac = −1, bd = 0, (4.53)

因此可不妨设 a = 1, c = −1（后两列对称性），根据 χ4 行正交性可得

9 + 6a2 + 6c2 + 3 + 3d2 = 24 ⇒ b = 0, |d| = 1, (4.54)

最后第一四行作内积可得

3 + 6a+ 6c+ 3d = 0 ⇒ d = −1. (4.55)

S4 (1) (12) (123) (1234) (12)(34)
χ1 1 1 1 1 1
χ2 1 −1 1 −1 1
χ3 2 0 −1 0 2
χ4 3 1 0 −1 −1
χ5 3 −1 0 1 −1

表 4.5: S4 的特征标表

¶其它例子

例 4.12Q8的特征标表 对于四元数群Q8 = {±1,±i,±j,±k}，它恰好有五个共轭类 {1}, {−1}, {±i}, {±j}, {±k}，
显然Q′

8 = {±1}, Q8/Q
′
8
∼= Z/2Z⊕Z/2Z，因此Q8有四个一次表示和一个二次表示，前者均由 Z/2Z⊕Z/2Z的

表示提升，根据正交关系可以计算 χ5. 由上表可以看出，Q8 与 D4 的特征标表相同，但它们并不同构（后者无

D4 {1} {±i} {−1} {±j} {±k}
χ1 1 1 1 1 1
χ2 1 1 1 −1 −1
χ3 1 −1 1 −1 1
χ4 1 −1 1 1 −1
χ5 2 0 −2 0 0

表 4.6: Q8 的特征标表

四阶元），因此不同群可能给出同一特征标表.
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4.4 特征标理论

例 4.13A5 的特征标表 首先 A5 在 S5 中有 4 个共轭类，代表元为 (1), (12)(34), (123), (12345)，个数分别为
1, 15, 20, 24，并且显然前三个依然是 A5 中的共轭类（存在奇置换与它们交换），对于最后一个，它在 A5 中
恰好被分为两个共轭类，分别以 (12345), (12)(12345)(12) = (13452)为代表元，各 12个元素.
由于 A5 是单群，因此其导群为自身，不可约表示只有主表示，借助一些数论知识可得它有两个三次表示，

一个四次表示和一个五次表示.
令 A5 置换作用于 X = {1, 2, 3, 4, 5}上，V = C[X]为五次表示，则

χV (g) = #{x ∈ X : gx = x} =



5, g = 1,

1, g = (12)(34),

2, g = (123),

0, g = (12345),

0, g = (13452),

(4.56)

由于 〈χV , χV 〉 = 2, 〈χV , χ1〉 = 1，因此 χV = χ1 + χ4.
再令 A5 置换作用于 Y = {{i, j} : {i, j} ⊂ X}上，U = C[Y ]为十次表示，则

χU (g) = #{y ∈ Y : gy = y} =



10, g = 1,

2, g = (12)(34),

1, g = (123),

0, g = (12345),

0, g = (13452),

(4.57)

由于 〈χU , χU 〉 = 3, 〈χU , χ1〉 = 1，故 χU = χ1 + χ4 + χ5.
设 χ2行为 a, b, c, d，则分别与第一列内积可得 χ3行为 −a,−2− b, 1− c, 1− d，此时考虑二四、三四列内积

可得

a(2c+ 1) = (b+ 1)(2c+ 1) = 0 ⇒ a = 0, b = −1, (4.58)

由三四列内积可得 cd = −1，由 χ4 列自身可得 c+ d = 1，解方程可得

c, d =
1±

√
5

2
. (4.59)

A5 {(1)} {(123)} {(12)(34)} {(12345)} {(13452)}
χ1 1 1 1 1 1

χ2 3 0 −1 1+
√
5

2
1−

√
5

2

χ3 3 0 −1 1−
√
5

2
1+

√
5

2

χ4 4 1 0 −1 −1
χ5 5 −1 1 0 0

表 4.7: A5 的特征标表

4.4.4 特征标表的其它应用

定义 4.25 (特征的核)

♣
设 ρ为 G的表示，χ = χρ，称 Nχ = {x ∈ G : χ(x) = χ(1)} = Ker ρ为特征的核.

注
1. 由于特征的取值均为单位根的和，因此 χ(x) = χ(1)当且仅当 ϕ(x) = Id.
2. 正则表示的核平凡，并且 Ni = G当且仅当 i = 1，即 χ为主特征.
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4.4 特征标理论

命题 4.14

♠
设 N ⩽ G，则 N / G当且仅当存在 I ⊂ {1, · · · , r}使得 N =

⋂
i∈I Ni.

证明 ⇐：显然.
⇒：令 U = C[G/N ]，ψ, χ分别为 U 作为 G/N -表示、G-表示的特征，则 χ = ψ ◦ π.由于正则表示的核平

凡，因此 Nψ = {1}，说明 χ(g) = χ(1)当且仅当 gN = N, g ∈ N，因此 N = Nχ.设 χ =
∑
i∈I aiχi，则

|χ(g)| ⩽
∑
i∈I

ai|χi(g)| ⩽
∑
i∈I

aiχi(1) = χ(1), (4.60)

因此 g ∈ Nχ 当且仅当对任意 i ∈ I 都有 χi(g) = χi(1)，即 g ∈ Ni，因此 N = Nχ =
⋂
i∈I Ni.

借助上述命题，可以用特征刻画单群.

推论 4.8

♥

下述等价：
1. G是单群.
2. 对 i > 1有 Ni = {1}.
3. 若存在 g 6= 1使某个 χi(g) = χi(1)，则 i = 1.

定义 4.26

♣
设 χ为 G的特征，定义 Zχ = {x ∈ G : |χ(x)| = χ(1)}.

注显然 Ni ⊂ Zi.

引理 4.7

♥

1. Zχ ⩽ G，Nχ / Zχ.
2. 若 χ = χi 不可约，则 Zi/Ni = Z(G/Ni)，即 G/Ni 的中心.
3. 特别地，若 G为非 Abel单群，则对 i > 1有 Zi = {1}.

证明
1. g, h ∈ Zχ 当且仅当 ρ(g) = λgI, ρ(h) = λhI，其中 λg, λh 均为单位根，因此 ρ(gh−1) = λgλ

−1
h I，说明

gh−1 ∈ Zχ.另一方面若 h ∈ Nχ，则对任意 g ∈ Zχ 都有

χ(ghg−1) = χ(h) = χ(1) ⇒ ghg−1 ∈ Nχ, (4.61)

因此 Nχ / Zχ.
2. 设 h ∈ Zi, g ∈ G，则 χ(ghg−1h−1) = χ(1)（注意 |χ(h)| = χ(1)蕴含可交换性），因此 hNi ∈ Z(G/Ni)，即
Zi/Ni ⊂ Z(G/NI).
反之设 gNi ∈ Z(G/Ni)，则对任意 x ∈ G有 ρ(g)ρ(x) = ρ(x)ρ(g)（这里 ρ为左乘 C-同态），故 ρ(g) : V →
V, v 7→ gv 是 C[G]-模同态，但 Schur 引理保证 EndC[G](V ) ∼= C，因此 ρ(g) = µIdV，故 g ∈ Zi，即得
Z(G/Ni) ⊂ Zi/Ni.

3. 此时对 i > 1有 Ni = 1，因此 Zi = Zi/Ni = Z(G/Ni)也只能是 {1}.

命题 4.15

♠
群 G的中心为 Z(G) =

⋂r
i=1 Zi.

证明 一方面显然 Z(G)Ni/Ni ⩽ Z(G/Ni) = Zi/Ni，因此对所有 i有 Z(G) ⩽ Zi，因此 Z(G) ⩽
⋂r
i=1 Zi.

另一方面若 g ∈
⋂r
i=1 Zi，则由 Zi/Ni = Z(G/Ni)可得对任意 x ∈ G有 [g, x] ∈ Ni，因此 [g, x] ∈

⋂r
i=1Ni =

{1}，即 g ∈ Z(G).
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4.5 Burnside定理

引理 4.8

♥
设 N / G，则 G/N 的不可约特征由 G的不可约特征决定.

证明 根据表示的提升与分解可得，G/N 的不可约表示与 G 的核包含 N 的不可约表示一一对应，而存在 I ⊂
{1, · · · , r}使得 N =

⋂
i∈I Ni，因此 G/N 的不可约表示与 Ni, i ∈ I 一一对应.

推论 4.9

♥G的特征标表可以决定 G是否为幂零群.

证明 设有上中心序列 {1} / G1 / G2 / · · ·，其中 G1 = Z(G), Gi/Gi−1
∼= Z(G/Gi−1)，首先由特征标表可决定

G1 =
⋂r
i=1 Zi，由引理可决定G/G1的不可约特征，进而可决定 Z(G/Z(G)) = G2，以此类推可决定所有Gi，即

决定 G是否幂零.

4.5 Burnside定理
借助表示论，可以反过来证明群论中的 Burnside定理.

4.5.1 代数整数的一些结论

命题 4.16 (有理代数整数平凡)

♠若 r ∈ Q为代数整数，则 r ∈ Z，即有理代数数只有整数.

命题 4.17

♠

设 χ为 G的特征标，则对任意 g ∈ G,χ(g)为代数整数.
设 (V, ϕ)为 G的不可约表示，C 为 G的共轭类，则 |C|χφ(C)

χφ(1) 为代数整数.

证明
1. 不可约特征的取值为单位根之和，因此 χ(g)为单位根对整数的线性组合，因此仍为代数整数.
2. 设 α =

∑
x∈C x，则对任意 h ∈ G有 hαh−1 = α，考虑线性映射 Tα : V → V, v 7→ αv，则对任意 h ∈ G有

ϕ(hv) = αhv = hαv = hϕ(v) ⇒ ϕ ∈ EndC[G](V ) ∼= C, (4.62)

即存在 λ ∈ C使得 ϕ(v) = αv = λv.再考虑线性映射 τ : C[G] → C[G], z 7→ zα，则 τ ∈ EndC[G]C[G]，视
V 为 C[G]子模，则对任意 v ∈ V 有 τ(v) = vα = αv = λv，即 λ是 τ 的特征值，令 A为 τ 在基 G下的矩
阵，则 det(λI −A) = 0，并且 f(x) = det(xI −A)为首一整系数多项式，说明 λ是代数整数，而

λχ(1) = tr(Tα) =
∑
x∈C

tr(ϕ(x)) =
∑
x∈C

χ(x) = |C|χ(C) ⇒ λ =
|C|χ(C)
χ(1)

, (4.63)

得证.

推论 4.10

♥
设 ϕ为 G的不可约表示，则 χφ(1)

∣∣|G|.
证明 设 C1, · · · , Cr 为 G的共轭类，则根据行正交关系可得

1 = 〈χφ, χφ〉 =
1

|G|

r∑
i=1

|Ci|χφ(Ci)χφ(Ci) ⇒
|G|
χφ(1)

=

r∑
i=1

(
|Ci|χφ(Ci)
χφ(1)

)
χφ(Ci), (4.64)

代数整数之和是代数整数，有理代数整数就是整数，故 χφ(1)
∣∣|G|.
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4.6 诱导表示

引理 4.9

♥

设 ε1, · · · , εn 为单位根，若

γ =
ε1 + · · ·+ εn

n
(4.65)

为代数整数，则 ε1 = · · · = εn = γ.

4.5.2 Burnside定理

引理 4.10

♥若群 G存在元素个数为素数正幂次的共轭类，则 G不是单群.

证明 设 G的共轭类 C 大小为 pn, n ⩾ 1，则由列正交关系可得

0 =

r∑
i=1

χi(C)χi(1) ⇒ −1

p
=

r∑
i=2

χi(C) ·
χi(1)

p
, (4.66)

因此必然存在某个 i使得 χi(C) · χi(1)
p 不是代数整数，因此 p ∤ χi(1)且 χi(g) 6= 0，因此 |C| = pn 与 χi(1)互素，

由 Bezout定理，存在 a, b ∈ Z使得 apn + bχi(1) = 1，因此有代数整数
χi(C)

χi(1)
= a

|C|χi(C)
χi(1)

+ bχi(C), (4.67)

由上节引理可得 |χi(C)| = χi(1)，说明 Zi 6= {1}，因此 G不是单群.

定理 4.14 (Burnside)

♥
设 |G| = paqb，则 G为可解群.

Burnside定理有如下等价形式：

定理 4.15 (Burnside)

♥
设 |G| = paqb，p, q为素数，则它是不是单群，除非它是素数阶循环群.

证明 设 G非交换，a, b ⩾ 1，根据 Sylow定理可知 G有 qb 阶子群 H（且 H 非单群），因此可取 1 6= g ∈ Z(H)，
则 H ⩽ NG(g)，并且 NG(g) < G（因为 G非交换），因此

pa = [G : H] = [G : NG(g)][NG(g) : H] ⇒ [G : NG(g)] = pt, t ⩾ 1, (4.68)

这恰好是 g所在共轭类的大小，说明 G不是单群.

4.6 诱导表示

4.6.1 诱导表示与诱导特征

设 H ⩽ G，T 为左陪集代表元集，则有分解 G =
⊔
t∈T tH .对于 H 的 F -表示 V，F [G]⊗F V 是 F -线性空

间（这里 F [G]为 (F [G], F [H])-双模，V 为左 F [H]-模），维数为 |G| · dimF V，则 F [G]⊗F V 有 F [G]-模结构

g(x⊗ v) = gx⊗ v. (4.69)

令 Y 为 F [G]⊗F V 的 F -子空间，由

{gh⊗ v − g ⊗ hv : g ∈ G,h ∈ H, v ∈ V } (4.70)

生成，则它是 F [G]⊗F V 的子 F [G]-模，这是因为

x(gh⊗ v − g ⊗ hv) = (xg)h⊗ v − (xg)⊗ (hv) ∈ Y. (4.71)
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定义 4.27 (诱导表示)

♣
设 V 为 H 的 F -表示，称 (F [G]⊗F V )/Y 为其到 G上的诱导表示，记为 IndGHV .

注 IndGHV 也可以认为是 F [G]⊗F [H] V .

引理 4.11

♥

作为 G的 F -表示，dimF IndGHV = [G : H] dimF V，并且若 {e1, · · · , en}为 V 的一组 F -基，则 {t⊗ ei :

t ∈ T, i = 1, · · · , n}是 IndGHV 的一组基.

证明 设 {e1, · · · , en}为 V 的一组基，则 Y 由

{th⊗ ei − t⊗ hei : t ∈ T, 1 6= h ∈ H, i = 1, · · · , n} (4.72)

生成，故 dimF Y ⩽ [G : H] · (|H| − 1) dimF V，即得

dimF IndGHV = dimF F [G]⊗F V − dimF Y ⩾ [G : H] dimF V, (4.73)

另一方面，若 g = th，则在 IndGHV 中 g ⊗ v = th⊗ v = t⊗ (hv)，这是 t⊗ ei 的线性组合，故

dimF IndGHV ⩽ [G : H] dimF V, (4.74)

得证.
注除了上面的方法，可以直接分解得到

F [G]⊗F [H] V =

⊕
g∈T

gF [H]

⊗F [H] V ∼=
⊕
g∈T

(gF [H]⊗F [H] V ) ∼=
⊕
g∈T

(g ⊗F [H] V ). (4.75)

命题 4.18 (诱导表示的传递性)

♠
设 H ⩽ L ⩽ G，V 为 H 的表示，则 IndGHV

∼= IndGL Ind
L
HV .

证明 考虑基.
与诱导表示相反，大群的表示可以限制为子群的表示.

定义 4.28 (限制表示)

♣
设 U 为 G的 F -表示（即 F [G]-模），则它可以视为 F [H]-模，记为 ResGHU，称为 U 在 H 上的限制表示.

定理 4.16 (Frobenius reciprocity)

♥

设 H 为 G的子群，U 为 F [G]-模，V 为 F [H]-模，则有 F -线性空间同构

HomF [H](V,Res
G
HU) ∼= HomF [G](Ind

G
HV, U). (4.76)

注从范畴角度而言，诱导是限制的左伴随.
证明 设 ϕ ∈ HomF [H](V,Res

G
HU)，考虑 F -双线性映射

fφ : F [G]× V → U, (g, v) 7→ gϕ(v), (4.77)

它诱导 F -线性映射

f̃φ : F [G]⊗F V → U, g ⊗ v 7→ gϕ(v), (4.78)

ϕ是模 F [H]-同态说明 Y ⊂ Ker f̃φ，因此诱导映射

Γ(ϕ) : IndGHV → U, g ⊗ v 7→ gϕ(v), (4.79)

显然它保持 F [G]-模结构，因此有 F -线性映射

Γ : HomF [H](V,Res
G
HU) → HomF [G](Ind

G
HV, U), ϕ 7→ Γ(ϕ), (4.80)
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并且容易验证 Γ为单射，对任意 θ ∈ HomF [G](Ind
G
HV, U)，令

ϕ : V → ResGHU, v 7→ θ(1⊗ v), (4.81)

则 ϕ ∈ HomF [H](V,Res
G
HU)并且 Γ(ϕ) = θ，即 Γ为满射.

定义 4.29 (诱导特征/限制特征)

♣

若 V 作为 C[H]-模的特征为 ϕ，记 ϕG 为 C[G]-模 IndGHV 的特征，称为 ϕ的诱导特征.
若 χ是 C[G]-模 U 的特征，记 χ|H 为 C[H]-模 ResGHU 的特征，称为 χ在 H 上的限制特征.

定理 4.17

♥

设 H ⩽ G，ϕ为 C[H]-模 V 的特征，χ是 C[G]-模 U 的特征，则

〈ϕ, χ|H〉H = 〈ϕG, χ〉G. (4.82)

证明 根据 Frobenius互反律可得

〈ϕ, χ|H〉H = dimC HomC[H](V,Res
G
HU) = dimC HomC[G](Ind

G
HV, U) = 〈ϕG, χ〉G. (4.83)

命题 4.19 (诱导特征的计算)

♠

设 H ⩽ G，T 为 H 的左陪集代表元系，C[H]-模 V 的特征为 χ，则

χG(g) =
∑

t∈T,t−1gt∈H

χ(t−1gt) =
1

|H|
∑

x∈G,x−1gx∈H

χ(x−1gx). (4.84)

证明 设 {ei : i ∈ I}为 V 的一组基，则 {t⊗ ei : t ∈ T, i ∈ I}是 IndGHV 的一组基，设

ρG(g) : IndGHV → IndGHV, t⊗ v 7→ gt⊗ v, (4.85)

则 χG(g) = tr(ρG(g))，对于 t ∈ T, g ∈ G，设 gt = sh，其中 s ∈ T, h ∈ H，则

ρG(g)(t⊗ V ) = s⊗ hV ⊂ s⊗ V, (4.86)

因此当 s 6= t时 t−1gt /∈ H，ρG(t⊗ V )不贡献 χG(g)；而当 s = t时 t−1gt ∈ H，此时

ρG(g)(t⊗ v) = gt⊗ v = t⊗ (t−1gt)v, (4.87)

因此它的贡献为 χ(t−1gt)，得证.
进一步若设 x = th, t ∈ T, h ∈ H，则 x−1gx = h−1(t−1gt)h，因此 x−1gx当且仅当 t−1gt ∈ H，故

χG(g) =
∑

t∈T,t−1gt∈H

χ(t−1gt) =
∑

t∈T,t−1gt∈H

1

|H|
∑
x∈tH

χ(x−1gx) =
1

|H|
∑

x∈G,x−1gx∈H

χ(x−1gx). (4.88)

命题 4.20

♠

设 χ为 H ⩽ G的特征，对于 g ∈ G，令 s为 g 所在 G共轭类中 H 共轭类的个数，l为 g 所在 G共轭类
中的元素个数，则

1. 若 s = 0，则 χG(g) = 0.
2. 若 s > 0，h1, · · · , hs为这 s个H 共轭类的代表元，k1, · · · , ks为这些（在 g所在 G共轭类中的）H
共轭类中元素个数，则

χG(g) =

s∑
i=1

|ZG(g)|
|ZH(hi)|

χ(hi) = [G : H]

s∑
i=1

ki
l
χ(hi). (4.89)

注对于一个 h ∈ H，它所在的 H 共轭类为 {k−1hk : k ∈ H}.
证明

1. 若 s = 0则不存在 x ∈ G使得 x−1gx ∈ H，因此 χG(g) = 0.
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4.6 诱导表示

2. 若 s > 0，则由前述命题可得

χG(g) =
1

|H|
∑

x∈G,x−1gx∈H

χ(x−1gx) =
1

|H|

s∑
i=1

∑
x∈G,x−1gx∈CH(hi)

χ(x−1gx) =
1

|H|

s∑
i=1

|Xi|χ(hi), (4.90)

其中 Xi = {x ∈ G : x−1gx ∈ CH(hi)}，实际上

l = |CG(g)|, ki = |CG(g) ∩ CH(hi)|, (4.91)

因此 Double Double Counting可得
|Xi|

|CG(g) ∩ CH(hi)|
=

|G|
|CG(g)|

= {y ∈ G : y−1gy = g} = Z{g}, (4.92)

代入即得.

4.6.2 借助诱导表示计算特征标表

例 4.14S4 的特征标表

S3 (1) (123) (12)
χ1 1 1 1
χ2 1 1 −1
χ3 2 −1 0

表 4.8: S3 的特征标表

S4 (1) (12) (123) (1234) (12)(34)
χ1 1 1 1 1 1
χ2 1 −1 1 −1 1
χ3 2 0 −1 0 2
χ4 3 1 0 −1 −1
χ5 3 −1 0 1 −1

表 4.9: S4 的特征标表

例 4.15S5 的特征标表

S5 (1) (12) (123) (1234) (12)(34)
χ1 1 1 1 1 1
χ2 1
χ3

χ4

χ5

χ6

χ7

表 4.10: S5 的特征标表
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附录 A 补充内容

A.1 Galois下降

A.2 交换代数前置补充

命题 A.1 (素理想与极大理想的比较)

♠

设 R为非零交换幺环
p / R为素理想当且仅当 R/p为整环.
R中极大理想存在，且任意非单位元素（或者任意真理想）都包含在一个极大理想中.
R中极大理想都是素理想.
m / R为极大理想当且仅当 R/m为域.

定义 A.1 (局部环)

♣若 R只有一个极大理想，则称 R为局部环.

命题 A.2 (局部环与极大理想)

♠

设 (1) 6= m / R且 R\m ⊂ U(R)，则 R为局部环且 m为极大理想.
若 m / R为极大理想且 1 +m ⊂ U(R)，则 R为局部环.

证明
1. R\m ⊂ U(R)说明 m极大，进而任意非单位元素都在 m中，因此 m为唯一极大理想，R为局部环.
2. 任取 x ∈ R\m，则 (x) +m = R说明存在 r ∈ R,m ∈ m使得 rx+m = 1, rx ∈ U(R)，因此 (x) = R，因此
R\m ⊂ U(R)，由 1可得.

定义 A.2 (幂零根 &Jacobson根)

♣

称 R中所有素理想的交 N为幂零根.
称 R中所有极大理想的交 R为 Jacobson根.

注由于极大理想都是素理想，因此 N ⊂ R.

命题 A.3 (两种理想的刻画)

♠

N实际上是 R中所有幂零元素的全体.
x ∈ R当且仅当对任意 r ∈ R有 1− rx ∈ U(R).

证明
1. 若 r ∈ R幂零，设 rn = 0，则对任意素理想 p有 rn ∈ p，因此 r ∈ p，说明 r ∈ N；反之若 r ∈ R不幂零，
设 Σ为 R\{rn : n ∈ N}中 R的理想的集合，则由 Zorn引理易取其极大元 p，下证 p为素理想.根据其极
大性，对任意 x, y /∈ p，存在m,n使得

rm ∈ (x) + p, rn ∈ (y) + p ⇒ rm+n ∈ (xy) + p, (A.1)

因此 xy /∈ p，p为不包含 r的素理想，即得 r /∈ N.
2. ⇒：假设存在 r ∈ R, x ∈ R使得 1− rx /∈ U(R)，则存在包含 1− rx的极大理想m，x ∈ R ⊂ m说明 1 ∈ m，
与极大性矛盾.
⇐：假设存在 x满足条件但不在某个 m中，则 (x) +m = R，即存在 r ∈ R,m ∈ m使得m+ rx = 1,m =



A.2 交换代数前置补充

1− rx ∈ U(R)，矛盾.

推论 A.1 (Nakayama引理)

♥设M 为有限生成 R-模，R为 R的 Jacobson理想，若 RM =M，则M = 0.

证明 设M = (x1, · · · , xn)，则 RM =M 说明存在 R中的矩阵 J 使得

(x1, · · · , xn) = (x1, · · · , xn)J ⇒ (x1, · · · , xn)(I − J) = 0, (A.2)

设 y = det(I − J)，由于 I − J 的对角线元素在 1 + R 中，其余元素在 R 中，因此 y ∈ 1 + R 可逆，说明
(x1, · · · , xn) = 0.

命题 A.4 (互素)

♠

若交换幺环 R的理想 I1, · · · , In 两两互素，则
I1 ∩ · · · ∩ In = I1I2 · · · In.
R/(I1 ∩ · · · ∩ In) ∼= R/I1 × · · · ×R/In.

命题 A.5

♠

设 p1, · · · , pn / R为素理想且 I ⊂
⋃n
i=1 pi，则 I 包含在某个 pk 中.

设 I1, · · · , In / R且 p ⊃
⋂n
i=1 Ii为素理想，则 p必然包含某个 Ik，若前面的等号成立则后面的等号

成立.

证明
1. 对 n归纳，证明“若每个 pk 都不包含 I，则 I 6⊂

⋃n
i=1 pi”，从而导出矛盾.n = 1是平凡的，假设命题对

n− 1成立，则对任意 1 ⩽ i ⩽ n，存在 ai ∈ I 使得 ai /∈
⋃
j ̸=i pj，假设某个 ai /∈ pi 则得证，否则考虑

y =

n∑
i=1

a1a2 · · · âi · · · an, (A.3)

则 y ∈ I 但 y /∈
⋃n
i=1 pi，得证.

2. 若不然则对任意 1 ⩽ i ⩽ n，存在 ai ∈ Ii, ai /∈ p，因此 a1 · · · an ∈ I1 · · · In ⊂
⋂n
i=1 Ii ⊂ p，说明必有某个

ai ∈ p，矛盾.
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